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E´QUIRE´PARTITION DE SOMMES EXPONENTIELLES
[Travaux de Katz]
par Javier FRESA´N
1. INTRODUCTION
Cent ans se sont e´coule´s depuis la parution de l’article de Weyl [48] sans que les re´sul-
tats d’e´quire´partition en the´orie des nombres cessent de faire flore`s, re´ve´lant des liens
profonds avec la ge´ome´trie alge´brique et la the´orie des repre´sentations. L’interaction de
ces domaines est particulie`rement riche dans les travaux de Katz dont il sera question
ici. Ce sont des the´ore`mes, anciens et re´cents, d’e´quire´partition de sommes exponen-
tielles sur les corps finis, le plus souvent a` caracte´ristique fixe´e. Les sommes concerne´es
s’obtiennent par transformation de Fourier, relative a` un caracte`re, de la fonction trace
d’un faisceau `-adique sur un groupe alge´brique commutatif, et il s’agit de comprendre
leur re´partition lorsque le faisceau est fixe mais que l’on fait varier le caracte`re.
1.1. L’exemple des sommes de Gauss et des sommes de Kloosterman
Soient p un nombre premier, q une puissance de p et Fq un corps fini a` q e´le´ments.
E´tant donne´s un caracte`re additif non trivial ψ : Fq → C× et un caracte`re multiplica-
tif χ : F×q → C×, on de´finit la somme de Gauss g(ψ, χ) comme l’entier alge´brique
g(ψ, χ) =
∑
x∈F×q
ψ(x)χ(x).
Par exemple, si q = p et si l’on prend pour ψ le caracte`re x 7→ exp(2piix/p) et pour χ
le symbole de Legendre, il s’agit de la somme conside´re´e par Gauss dans sa quatrie`me
preuve de la loi de re´ciprocite´ quadratique [12].
Si χ est trivial, la somme de Gauss vaut −1 ; sinon, sa valeur absolue est e´gale a` √q.
Choisissons, pour chaque p, un caracte`re non trivial ψp de Fp et notons ψq le caracte`re
de Fq obtenu par composition avec la trace. Gardant ψq fixe et faisant varier χ parmi
les caracte`res multiplicatifs non triviaux, on obtient q − 2 points
θq,χ =
g(ψq, χ)√
q
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dans le cercle unite´ S1. Comment ces points se re´partissent-ils quand q tend vers l’infini ?
Soient (X,µ) un espace topologique compact muni d’une mesure de probabilite´ µ
et (SN) une suite
(1) d’ensembles finis non vides avec des applications θN : SN → X.
Rappelons que les (SN , θN) sont dits e´quire´partis selon µ si la suite de me-
sures |SN |−1
∑
x∈SN δθN (x) converge vaguement vers µ lorsque N tend vers l’infini,
c’est-a`-dire si, pour toute fonction continue f : X → C, on a l’e´galite´∫
X
f(x)µ(x) = lim
N→∞
1
|SN |
∑
x∈SN
f(θN(x)).
Il suffit en fait de la ve´rifier pour une classe de fonctions test dont les combinaisons
line´aires finies sont denses dans l’espace C (X) des fonctions continues a` valeurs com-
plexes muni de la topologie de la convergence uniforme.
Dans le cas qui nous occupe, Katz remarqua dans [17, §1.3.3] que la majoration des
sommes de Kloosterman obtenue par Deligne comme conse´quence de ses travaux sur la
conjecture de Weil entraˆınait le re´sultat d’e´quire´partition suivant :
The´ore`me 1.1 (Deligne). — Lorsque q tend vers l’infini, les points {θq,χ}χ 6=1
s’e´quire´partissent selon la mesure de Haar normalise´e sur le cercle unite´. Autrement
dit, pour toute fonction continue f : S1 → C on a l’e´galite´
(1)
1
2pi
∫ 2pi
0
f(eiθ) dθ = lim
q→∞
1
q − 2
∑
χ 6=1
f(θq,χ).
Comme les polynoˆmes de Laurent sont denses dans C (S1), il suffit de conside´rer les
fonctions f(z) = zn avec n entier. Le cas n = 0 est e´vident. Le membre gauche de (1)
e´tant nul pour n 6= 0, il faut de´montrer que la suite
1
q − 2
∑
χ 6=1
f(θq,χ) =
1
q
n
2 (q − 2)
∑
χ 6=1
g(ψq, χ)
n
converge vers ze´ro lorsque q tend vers l’infini (c’est le crite`re d’e´quire´partition de Weyl).
Graˆce a` la relation g(ψq, χ)
−1 = g(ψ¯q, χ¯)q−1, on peut se ramener a` n > 1, auquel cas
les puissances des sommes de Gauss sont e´gales a`
g(ψq, χ)
n =
∑
x1,...,xn∈F×q
ψq(x1 + · · ·+ xn)χ(x1 · · · xn)
=
∑
a∈F×q
χ(a)
∑
x1,...,xn∈F×q
x1···xn=a
ψq(x1 + · · ·+ xn).(2)
1. Bien que l’on utilise N comme parame`tre, dans les e´nonce´s qui suivent la suite n’est pas force´ment
indexe´e par des entiers mais par des caracte`res, des points d’une varie´te´ alge´brique, etc.
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Il s’ensuit que χ 7→ g(ψq, χ)n est la transforme´e de Fourier, au sens du groupe abe´lien
fini F×q , de la fonction qui a` un e´le´ment a ∈ F×q associe la somme de Kloosterman
Kln(a, q) =
∑
x1,...,xn∈F×q
x1···xn=a
ψq(x1 + . . .+ xn).
Pour n = 2, ces sommes font un came´o dans l’article posthume de Poincare´ sur les formes
modulaires, ou` il  se borne a` constater  qu’elles ne sont pas nulles en ge´ne´ral (2) [39,
p. 148]. Kloosterman les introduisit de manie`re inde´pendante en 1926, en raffinant
la me´thode du cercle pour e´tudier l’asymptotique du nombre de repre´sentations d’un
entier par une forme quadratique de´finie positive en quatre variables [29]. Un point cle´
de son travail est la majoration |Kl2(a, q)| < 2q3/4, qu’il obtint en calculant le quatrie`me
moment
(3)
∑
a∈F×q
Kl2(a, q)
4 = 2q3 − 3q2 − 3q − 1.
Quelques anne´es plus tard, Salie´ [43] et Davenport [7] purent ame´liorer l’exposant de 3/4
a` 2/3 en estimant le sixie`me moment. Puis en 1934 Hasse observa, en comparant la
somme de Kloosterman au nombre de solutions de l’e´quation yq − y = x+ ax−1, que la
borne optimale 2
√
q de´coulait de l’hypothe`se de Riemann pour les courbes sur les corps
finis [15] ; avec la preuve de Weil entre 1940 et 1948, elle fut enfin e´tablie [46].
Trouver la majoration optimale pour les sommes de Kloosterman en plusieurs va-
riables est une taˆche significativement plus complique´e qui requiert l’analogue de l’hy-
pothe`se de Riemann pour la cohomologie a` coefficients dans un faisceau `-adique. En
la de´montrant dans l’article [9], auquel on se re´fe´rera comme  Weil II  par la suite,
Deligne ouvrit la voie a` de nombreuses applications a` l’e´tude des sommes exponen-
tielles que nous sommes encore loin d’avoir e´puise´es. Lui-meˆme exposa le principe de la
me´thode dans [8], ou` il montre comment en de´duire l’estime´e
|Kln(a, q)| 6 nq n−12
pour n’importe quels n > 2 et a ∈ F×q . C’est ce qu’il fallait pour conclure la preuve.
Fin de la de´monstration — En sommant la formule (2) sur les caracte`res multi-
plicatifs non triviaux, il vient∑
χ 6=1
g(ψq, χ)
n = −g(ψ, 1)n +
∑
a∈F×q
Kln(a, q)
∑
χ
χ(a) = (−1)n+1 + (q − 1)Kln(1, q)
par orthogonalite´ des caracte`res. D’apre`s la majoration de Deligne, nous avons donc∣∣∣∣∣ 1q n2 (q − 2) ∑
χ 6=1
g(ψq, χ)
n
∣∣∣∣∣ 6 2n+ 1√q
2. Les sommes de Poincare´ portent sur (Z/qZ)× et peuvent eˆtre nulles. Celles que l’on conside`re ici
ne le sont jamais, car Kl2(a, q) appartient au sous-anneau deC engendre´ par une racine primitive p-e`me
de l’unite´ ζp et l’on a Kl2(a, q) ≡ −1 modulo l’ide´al premier 1− ζp.
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pour tout q > 2 et la limite du membre gauche est bien ze´ro lorsque q →∞.
Remarque 1.2. — Le the´ore`me s’applique tant a` la situation ou` p est fixe et l’on
fait tendre q vers l’infini parmi les puissances de p qu’a` la situation ou` p varie aussi,
ce qui est possible car la constante dans la majoration des moments (en l’occur-
rence 2n + 1) est inde´pendante de p. En the´orie analytique des nombres, on parle
souvent d’e´quire´partition verticale ou horizontale pour distinguer ces deux cas.
Revenons maintenant aux sommes de Kloosterman. Comme appliquer la conjugaison
complexe revient a` e´changer xi et −xi dans l’expression de Kl2(a, q), ce sont des nombre
re´els (il en va de meˆme pour tout n pair). Au vu de la borne de Weil, pour chaque a ∈ F×q ,
il existe un unique angle θq,a ∈ [0, pi] tel que
Kl2(a, q) = 2
√
q cos θq,a.
Comment ces q − 1 angles varient-ils avec q ? En s’appuyant sur l’interpre´tation de
la somme Kl2(a, q) comme la trace de Frobenius en a ∈ Gm(Fq) d’un syste`me lo-
cal `-adique sur Gm et sur un the´ore`me de Deligne affirmant que la re´partition de
telles traces est gouverne´e par le groupe de monodromie, Katz de´montra dans [18]
que les angles {θq,a}a∈F×q se re´partissent comme les classes de conjugaison de matrices
ale´atoires dans le groupe spe´cial unitaire SU(2). Plus pre´cise´ment, si l’on identifie l’in-
tervalle [0, pi] a` l’espace de ces classes par l’application qui envoie θ sur la classe de
conjugaison de
(
eiθ 0
0 e−iθ
)
, l’image directe de la mesure de Haar normalise´e sur SU(2)
par la projection canonique est la mesure (2/pi) sin2 θ dθ sur [0, pi]. Elle porte en the´orie
des nombres le nom de mesure de Sato–Tate, d’apre`s leur ce´le`bre conjecture sur la
re´partition du terme d’erreur dans l’approximation par p + 1 du nombre de points de
la re´duction modulo p d’une courbe elliptique sur Q sans multiplication complexe.
The´ore`me 1.3 (Katz). — Lorsque q tend vers l’infini, les angles {θq,a}a∈F×q
s’e´quire´partissent selon la mesure de Sato–Tate, c’est-a`-dire pour toute fonction
continue f : [0, pi]→ C on a l’e´galite´
2
pi
∫ pi
0
f(θ) sin2 θ dθ = lim
q→∞
1
q − 1
∑
a∈F×q
f(θq,a).
A` nouveau, ce re´sultat est valable pour n’importe quelle suite de corps finis de cardi-
naux croissants. On conjecture e´galement que, pour un entier fixe a, les angles {θp,a}p6N
s’e´quire´partissent selon la mesure de Sato–Tate lorsque p tend vers l’infini parmi les
nombres premiers ne divisant pas a, mais meˆme des conse´quences faibles de cet e´nonce´
paraissent hors de porte´e a` l’heure actuelle (3).
3. Mentionnons, a` titre d’exemple, la conjecture du changement de signe : puisque sin2 θ est
syme´trique par rapport a` θ = pi/2 et que les Kl2(a, p) sont tous non nuls, il devrait y avoir asymp-
totiquement autant de premiers p pour lesquels la somme de Kloosterman est positive que ne´gative.
On n’en sait rien ! Dans [10], Fouvry et Michel de´montrent des re´sultats dans cette direction quand la
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1.2. Les sommes d’Evans et de Rudnick
Autour de 2003, Evans et Rudnick trouve`rent d’autres exemples de sommes ex-
ponentielles de´pendant d’un caracte`re multiplicatif qui, d’apre`s leurs expe´riences
nume´riques, semblaient s’e´quire´partir selon la mesure de Sato–Tate. D’un coˆte´, Evans
e´tudia les sommes
S(χ) = − 1√
q
∑
x∈F×q
χ(x)ψq
(
x− x−1),
qui sont des nombres re´els de valeur absolue au plus 2 par l’hypothe`se de Riemann sur
les courbes. Ils s’e´crivent donc S(χ) = 2 cos θq,χ pour un unique θq,χ ∈ [0, pi]. Est-il vrai
que les angles {θq,χ}χ s’e´quire´partissent selon la mesure de Sato–Tate quand q tend vers
l’infini ? Ou, ce qui revient au meˆme, les sommes S(χ) s’e´quire´partissent-elles selon la
mesure du demi-cercle (1/2pi)
√
4− x2 dx sur l’intervalle [−2, 2] ?
A` la meˆme e´poque, Rudnick rencontra des sommes semblables dans ses travaux sur le
chaos quantique. De´crivons brie`vement le contexte, en nous re´fe´rant a` [32], [33] et [42]
pour plus de de´tails. Il s’agit de quantifier le syste`me dynamique obtenu en ite´rant la
transformation du tore T 2 = R2/Z2 de´finie par une matrice hyperbolique A ∈ SL(2,Z),
des applications connues comme  cat maps  dans la litte´rature. Soient N > 1 un entier
et HN l’espace de Hilbert L2(Z/NZ). On pense a` N comme a` l’inverse de la constante
de Planck ~, de sorte que la limite semi-classique ~ → 0 devienne N → ∞. Apre`s
avoir associe´ a` chaque observable classique f : T 2 → R de classe C∞ un ope´rateur
autoadjoint OpN(f) sur HN (l’observable quantique), une quantification de A est une
suite d’ope´rateurs unitaires UN(A) sur HN ve´rifiant la formule d’Egoroff
UN(A)
∗OpN(f)UN(A) = OpN(f ◦ A)
pour toute observable f . Si ϕ1, . . . , ϕN est une base orthonormale de HN forme´e
de vecteurs propres pour l’ope´rateur UN(A), on sait que la moyenne des espe´-
rances 〈OpN(f)ϕi, ϕi〉 converge vers
∫
T 2
f(x)dx lorsque N tend vers l’infini. Est-ce
encore vrai pour chaque terme pris individuellement ?
Dans [32], Kurlberg et Rudnick observent que A admet une quantification qui ne
de´pend que de la re´duction de la matrice modulo 2N , ce qui leur permet d’introduire une
classe d’ope´rateurs d’origine arithme´tique sur HN qu’ils appellent ope´rateurs de Hecke.
Le the´ore`me d’unique ergodicite´ quantique est l’e´nonce´ que, si les ϕi sont simultane´ment
des fonctions propres pour UN(A) et les ope´rateurs de Hecke, on a
lim
N→∞
〈OpN(f)ϕi, ϕi〉 =
∫
T 2
f(x) dx
pour tout i. Comment les espe´rances 〈OpN(f)ϕi, ϕi〉 fluctuent-elles autour de la limite ?
Puisque l’on s’attend a` ce que le terme d’erreur soit ge´ne´riquement d’ordre 1/
√
N , il
suite des p est remplace´e par une suite de nombres  presque premiers , c’est-a`-dire non premiers,
sans facteur carre´ et ayant un nombre de facteurs premiers borne´ uniforme´ment.
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Figure 1. Comparaison entre la fonction de re´partition des fluctuations pour
la matrice A =
(
7 −2
4 −1
)
et le premier p = 1997 et celle d’une variable ale´atoire
pour la mesure du demi-cercle, d’apre`s Rosenzweig [41].
est naturel de conside´rer les fluctuations de´finies par
F
(N)
i =
√
N
(
〈OpN(f)ϕi, ϕi〉 −
∫
T 2
f(x) dx
)
.
Prenons pour N un nombre premier p > 3 tel que la matrice A soit diagonalisable
modulo p, disons par une matrice de passage P . Dans ce cas, chaque caracte`re mul-
tiplicatif χ de Fp donne lieu a` une fonction propre ϕχ = UN(P )χ pour UN(A) et les
ope´rateurs de Hecke. A` un facteur pre`s, les fluctuations des ϕχ sont les sommes
E(χ) = − 1√
p
∑
x∈Fp\{0,1}
χ(x)ψp((x+ 1)/(x− 1)).
Si χ n’est pas trivial, E(χ) est encore un nombre re´el compris entre −2 et 2. Des
expe´riences nume´riques (figure 1) sugge`rent que les {E(χ)}χ 6=1 s’e´quire´partissent selon
la mesure du demi-cercle lorsque p tend vers l’infini. Peut-on le de´montrer ?
Dans ce texte, nous expliquerons comment un the´ore`me de Katz [22] permet entre
autres d’apporter une re´ponse positive aux questions d’Evans et de Rudnick. Leur
difficulte´ vient du fait que, n’e´tant pas les traces de Frobenius d’un meˆme syste`me
local `-adique, ces familles de sommes exponentielles indexe´es par des caracte`res mul-
tiplicatifs ne rentrent pas dans le cadre du the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne. Il
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faut notamment trouver un substitut du groupe de monodromie : c’est la` que le for-
malisme tannakien nous viendra en aide. Avant d’e´noncer le the´ore`me principal, nous
illustrerons la de´marche par les sommes de Gauss (4).
1.3. La me´thode `-adique
Posons k = Fq et fixons une cloˆture alge´brique k¯ de k. Soient ` un nombre premier
distinct de p et Q` une cloˆture alge´brique du corps des nombres `-adiques. Le choix
d’un plongement ι : Q` ↪→ C induit un isomorphisme entre les cloˆtures alge´briques
de Q dans Q` et dans C par le biais duquel on peut voir les caracte`res a` valeurs
dans Q
×
` . Soit donc ψ : k → Q
×
` un caracte`re additif non trivial. Conside´rons une
cloˆture se´parable k(T )sep du corps des fractions rationnelles et une solution U ∈ k(T )sep
de l’e´quation d’Artin–Schreier U−U q = T . L’extension k(T, U) est galoisienne sur k(T )
de groupe k, un e´le´ment a ∈ k ope´rant par U 7→ U + a. Notons Lψ la repre´sentation
Gal(k(T )sep/k(T )) −→ Gal(k(T, U)/k(T )) ∼= k ψ−→ Q×`
obtenue par composition de la surjection canonique avec le caracte`re ψ. Identi-
fiant k(T ) au corps de fonctions de la droite projective P1k, on voit que Lψ est non
ramifie´e en dehors de l’infini. Par suite, pour chaque point x de la droite affine A1k
a` valeurs dans une extension finie E de k, la classe de conjugaison FrobE,x dans
le groupe Gal(k(T )sep/k(T )) de´finie par le Frobenius ge´ome´trique de Gal(k¯/E) agit
sur Q
×
` au travers de la repre´sentation Lψ. Pour calculer cette action, notons n le degre´
de E sur k. Si y ∈ k¯ satisfait a` l’e´quation y− yq = x, alors yqj = yqj−1 −xqj−1 pour tout
entier j > 1 ; sommant sur les j = 1, . . . , n, on trouve que la substitution de Frobenius
est donne´e par y 7→ yqn = y − TrE/k(x). Le Frobenius ge´ome´trique e´tant son inverse,
on en de´duit apre`s application du caracte`re ψ que la classe de conjugaison FrobE,x agit
sur l’espace de la repre´sentation Lψ comme la multiplication par ψ(TrE/k(x)).
De meˆme, a` partir de l’e´quation de Kummer U1−q = T , on peut associer a` chaque
caracte`re multiplicatif χ : k× → Q×` une repre´sentation Lχ de Gal(k(T )sep/k(T )) a`
valeurs dans Q
×
` , cette fois-ci ramifie´e en ze´ro et l’infini, telle que la classe de conjugai-
son FrobE,x agisse par multiplication par χ(NE/k(x)) pour tout x ∈ E×. En termes de
ces repre´sentations, la somme de Gauss s’e´crit
g(ψ, χ) =
∑
x∈F×q
Tr(FrobE,x |Lψ ⊗Lχ).
Dans le langage plus ge´ome´trique que l’on adoptera ici, Lψ et Lχ sont des syste`mes
locaux `-adiques de rang un sur A1k et sur Gm,k respectivement ; on notera encore Lψ la
restriction a` Gm,k. Pour des raisons pour l’instant myste´rieuses, il est pre´fe´rable de
4. La recension [30] est un excellent point d’entre´e aux ide´es de la preuve. L’exemple des sommes
de Gauss est certes tre`s particulier, en ce sens que pour de´terminer leur re´partition il suffit d’estimer
leurs puissances n-ie`mes et que l’on arrive a` identifier celles-ci avec les sommes de Kloosterman, mais
en l’interpre´tant ge´ome´triquement on y voit de´ja` apparaˆıtre tous les ingre´dients essentiels.
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travailler avec l’objet M = Lψ(1/2)[1]. Le symbole (1/2) de´signe une demi-torsion a` la
Tate, dont l’effet est de multiplier les traces de Frobenius par 1/
√
q, et le de´calage [1]
indique que l’on regarde Lψ(1/2) non pas comme un faisceau mais comme un complexe
concentre´ en degre´ −1, ce qui change le signe des traces. Ainsi M est un objet de la
cate´gorie de´rive´e Dbc(Gm,k,Q`) de faisceaux `-adiques sur Gm,k. Graˆce au de´calage, il
appartient en fait a` une sous-cate´gorie abe´lienne forme´e d’objets avec des proprie´te´s
remarquables que l’on appelle faisceaux pervers, meˆme s’il s’agit plutoˆt de complexes.
E´tant donne´s une extension finie E de k et un caracte`re multiplicatif χ : E× → Q×` ,
l’objet M⊗Lχ est encore un faisceau pervers sur Gm,E dont les groupes de cohomologie
a` support compact s’annulent en degre´ non nul. En degre´ ze´ro,
ωχ(M) = H
0
c (Gm,k¯,M ⊗Lχ)
est une Q`-droite munie d’une action du groupe Gal(k¯/E), en particulier du Frobenius
ge´ome´trique FE. La formule des traces de Grothendieck est dans ce cas l’e´galite´
(4) Tr(FE |ωχ(M)) =
∑
x∈E×
Tr(FrobE,x |M ⊗Lχ) = − 1√|E| ∑
x∈E×
ψ(x)χ(x).
La distinction selon que le caracte`re χ soit trivial ou non se refle`te dans l’action
de Frobenius sur ωχ(M), qui est en l’occurrence re´duite a` la multiplication par le
nombre `-adique (4). A` travers le plongement ι : Q` ↪→ C, on peut parler de sa va-
leur absolue : elle est e´gale a` 1 si et seulement si χ n’est pas trivial. Pour des objets M
plus ge´ne´raux, on dira qu’un caracte`re multiplicatif χ est bon pour M si toutes les
valeurs propres de FE agissant sur ωχ(M) sont unitaires.
1.4. Convolution et e´quire´partition
L’e´tape suivante consiste a` introduire une ope´ration sur les faisceaux relevant le pro-
duit des sommes exponentielles ; c’est la` que la structure de groupe sur Gm,k intervient.
Pour ce faire, on de´finit sur la cate´gorie de´rive´e Dbc(Gm,k,Q`) un produit de convolution
M ?! N = Rm!(pr
∗
1M ⊗ pr?2N),
ou` pr1 et pr2 de´signent les projections de Gm,k×Gm,k sur les deux facteurs et m la loi de
multiplication. Un premier obstacle est que ce produit ne pre´serve pas les faisceaux per-
vers, a` moins de se restreindre a` une sous-cate´gorie convenable P(Gm,k). Un second point
technique est que l’objet M ?! N doit eˆtre remplace´ par un quotient M ?int N que l’on
appelle convolution interme´diaire. Si M et N sont des faisceaux pervers dans P(Gm,k)
pour lesquels un caracte`re χ est bon, on a un isomorphisme
ωχ(M ?int N) ∼= ωχ(M)⊗ ωχ(N)
compatible a` l’action de Frobenius. D’apre`s Gabber et Loeser [11], avec la convolution
interme´diaire pour produit tensoriel, P(Gm,k) a la structure d’une cate´gorie tannakienne
dans laquelle l’objet neutre est le faisceau gratte-ciel supporte´ en 1, le dual M∨ est le
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tire´ en arrie`re du dual de Verdier D(M) par l’inversion x 7→ x−1 et les objets ont pour
dimension leur caracte´ristique d’Euler.
Concre`tement, on se servira de cette information de la manie`re suivante. Soit 〈M〉⊗
la sous-cate´gorie de P(Gm,k) forme´e des objets qui s’obtiennent a` partir de M en ite´rant
les ope´rations produit tensoriel, dual, somme directe et sous-quotient, autrement dit qui
sont des sous-quotients d’une construction tensorielle M¯r,¯s =
⊕
M⊗ri ⊗ (M∨)⊗si ; c’est
la plus petite sous-cate´gorie tannakienne de P(Gm,k) contenant l’objet M . De plus, ωχ
est un foncteur fibre sur 〈M〉⊗ pour tout bon caracte`re χ et les automorphismes line´aires
de ωχ(M) agissent naturellement sur tous les ωχ(M¯
r,
¯
s). Soit
GM,χ ⊆ GL(ωχ(M))
le sous-groupe de ceux laissant globalement stables les images par ωχ de n’importe quel
sous-quotient de M¯r,¯s. C’est un sous-groupe alge´brique de´fini sur Q` dont la cate´gorie
des repre´sentations de dimension finie est, par la the´orie tannakienne, e´quivalente
a` 〈M〉⊗. On aura e´galement besoin de prendre en compte le faisceau pervers Mk¯ surGm,k¯
de´duit de M par extension des scalaires. Comme ses constructions tensorielles ont plus
de sous-quotients a` respecter, le groupe correspondant est a priori plus petit ; pour les
distinguer, on notera Garith,M,χ celui de M et Ggeom,M,χ celui de Mk¯ et on les appellera
arithme´tique et ge´ome´trique respectivement.
Le Frobenius FE est un automorphisme de ωχ(M) ve´rifiant la proprie´te´ de stabilite´
ci-dessus et de´finit ainsi un e´le´ment FrobE,χ dans le groupe Garith,M,χ. Si l’on change
de caracte`re, on change de groupe, la de´pendance en χ e´tant la meˆme que celle du
groupe fondamental d’un espace topologique en le point base : tous les Garith,M,χ sont
isomorphes entre eux par des isomorphismes uniques a` des automorphismes inte´rieurs
pre`s. On peut alors fixer un caracte`re χ0 et voir les diffe´rents FrobE,χ comme des classes
de conjugaison dans le meˆme groupe Garith,M,χ0 , que l’on notera simplement Garith,M .
On ne sait pas si FrobE,χ est diagonalisable mais, quitte a` prendre sa semisimplifica-
tion FrobssE,χ au sens de la de´composition de Jordan, on obtient une classe de conjugaison
semisimple dans Garith,M(Q`) avec des valeurs propres unitaires, que l’on peut ensuite
regarder dans Garith,M(C) via le plongement ι : Q` ↪→ C.
Les proprie´te´s des objets d’une cate´gorie tannakienne se traduisent en des pro-
prie´te´s de leurs groupes et vice versa. Par exemple, si M est somme directe d’objets
simples, alors le groupe Garith,M est re´ductif car il posse`de une repre´sentation fide`le et
comple`tement re´ductible. Supposons que c’est le cas et choisissons un sous-groupe com-
pact maximal K du groupe de Lie complexe Garith,M(C). Chaque e´le´ment dans Frob
ss
E,χ
est alors conjugue´ a` un e´le´ment dans K, qui est a` son tour bien de´fini a` conjugaison
pre`s par un e´le´ment de K. On en de´duit une classe de conjugaison θE,χ dans K dont
les traces Tr(θE,χ) ne sont rien d’autre que les sommes exponentielles
S(M,E, χ) =
∑
x∈E×
χ(x)Tr(FrobE,x |M)
1141–10
que l’on souhaite e´tudier. On y pense comme aux transforme´es de Fourier, relatives aux
caracte`res χ, de la fonction trace x 7→ Tr(FrobE,x |M) sur le groupe multiplicatif E×.
Comment varient-elles lorsque le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini ?
Voici le re´sultat principal de cet expose´ :
The´ore`me 1.4 (Katz). — Soit M un faisceau pervers dans P(Gm,k). Supposons que M
est ι-pur de poids ze´ro, semisimple, et que les groupes Ggeom,M et Garith,M co¨ıncident.
Lorsque le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini, les e´le´ments {θE,χ}χ bon
s’e´quire´partissent dans l’espace des classes de conjugaison dans K selon la mesure
induite par la mesure de Haar normalise´e.
En particulier, les sommes S(M,E, χ) varient comme les traces de matrices ale´atoires
dans K. Il ne reste plus qu’a` calculer le groupe Garith,M . L’avantage du point de vue
tannakien est que l’on dispose de maintes techniques pour le faire. On cherche d’abord
des bornes par le haut en e´tudiant la ge´ome´trie de M et de ses constructions tensorielles,
puis des bornes par le bas en exhibant des e´le´ments explicites dans Garith,M . Une fois
ces contraintes obtenues, la the´orie des repre´sentations permet souvent de conclure qu’il
n’y a qu’un seul groupe les satisfaisant. Dans le cas des sommes de Gauss, Ggeom,M est
par de´finition un sous-groupe de GL(1) ; comme aucune puissance de convolution de M
n’est e´gale a` l’objet neutre, il s’agit force´ment de GL(1) tout entier, si bien que l’on
retrouve le the´ore`me 1.1. Quant aux objets associe´s aux sommes d’Evans et de Rudnick,
on verra que leurs groupes arithme´tiques et ge´ome´triques sont dans les deux cas e´gaux
a` SL(2) ; l’e´quire´partition des angles θq,χ selon la mesure de Sato–Tate en de´coule.
Le texte est organise´ comme suit. Le nume´ro 2 contient des rappels des re´sultats
sur les faisceaux `-adiques qui seront utilise´s au long du texte ; j’ai essaye´ de les
rendre aussi accessibles que possible. Dans le nume´ro 3, on pre´sente le the´ore`me
d’e´quire´partition de Deligne et ses applications aux sommes de Kloosterman, puis on
explique pourquoi ce re´sultat permet d’e´tablir la variante additive de l’e´quire´partition
des sommes S(M,E, χ). Enfin, le nume´ro 4 est consacre´ aux re´sultats de la mo-
nographie [22], notamment le the´ore`me 1.4, une version horizontale et les trois
exemples ci-dessus. J’aurais voulu aussi parler des applications du the´ore`me de Katz
en the´orie analytique des nombres ([3], [14], [23], [25], [28], [49]), du cas des courbes
elliptiques ([5], [24]), de l’approche tannakienne aux conjectures d’e´quire´partition
horizontale [44] et des the´ore`mes d’annulation ge´ne´rique pour les faisceaux pervers sur
les varie´te´s abe´liennes ([31], [47]), mais cela aurait fait de ce texte un se´minaire-fleuve...
Remerciements — Ils vont tout d’abord a` Nick Katz pour la joie des livres orange
(renouvele´e a` chaque lecture !), puis a` Henryk Iwaniec et a` Emmanuel Kowalski, qui
m’ont demande´ en premier de pre´senter ces re´sultats dans un se´minaire informel a`
l’ETH. Je tiens a` remercier aussi Olivier Benoist, Brian Conrad, Nick Katz, Arthur
Forey, Emmanuel Kowalski, Corentin Perret-Gentil, Lior Rosenzweig et Zee´v Rudnick
pour l’aide qu’ils m’ont apporte´e au cours de la re´daction de ce texte.
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2. RAPPELS SUR LES FAISCEAUX `-ADIQUES
Dans ce nume´ro, on fait un tour rapide de la the´orie des syste`mes locaux et des
faisceaux constructibles `-adiques. On rappelle notamment la notion de poids et le
the´ore`me principal de Weil II, qui sera l’outil essentiel pour obtenir les majorations des
sommes exponentielles requises par le crite`re d’e´quire´partition de Weyl.
2.1. Groupe fondamental e´tale
Pour tout sche´ma connexe X, notons Fe´tX la cate´gorie des reveˆtements finis
e´tales Y → X. Soit ξ : Spec(Ω) → X un point ge´ome´trique de X, ou` Ω est un
corps alge´briquement clos. En associant a` chaque Y → X l’ensemble sous-jacent a` la
fibre Yξ = Y ×X Spec(Ω), on obtient un foncteur
Fibξ : Fe´tX −→ Ensembles finis.
Dans [1], Grothendieck de´finit le groupe fondamental e´tale avec point base ξ comme
le groupe pi1(X, ξ) des automorphismes de Fibξ, c’est-a`-dire les familles (σYξ)Y→X de
permutations σYξ des ensembles finis Yξ telles que σY ′ξ = f ◦ σYξ pour tout morphisme
de X-sche´mas f : Y → Y ′. Par suite, pi1(X, ξ) est un groupe profini, muni en particulier
d’une topologie. Comme en the´orie de Galois classique, on a
pi1(X, ξ) ∼= lim←−AutX(Y ),
la limite e´tant prise sur les reveˆtements finis e´tales galoisiens, pour lesquels le sche´ma Y
est connexe et le groupe AutX(Y ) agit transitivement sur Yξ.
Puisque X est suppose´ connexe, les foncteurs fibre Fibξ1 et Fibξ2 de´finis par deux
points ge´ome´triques ξ1 et ξ2 sont isomorphes. Le choix d’un isomorphisme, que l’on
appelle parfois chemin par analogie avec la topologie, induit un isomorphisme continu
pi1(X, ξ1) ' pi1(X, ξ2)
qui ne de´pend du chemin qu’a` un automorphisme inte´rieur pre`s.
De plus, la formation du groupe fondamental est covariante : un morphisme de
sche´mas f : X → X ′ induit un homomorphisme continu f∗ : pi1(X, ξ) → pi1(X ′, f ◦ ξ).
Pour un autre choix de point base ξ′ sur X ′, on peut encore parler de l’homomorphisme
f∗ : pi1(X, ξ)→ pi1(X ′, ξ′),
mais celui-ci n’a un sens qu’a` conjugaison pre`s.
Exemple 2.1. — Si X est le spectre d’un corps k, un point ge´ome´trique ξ est un corps
alge´briquement clos L contenant k, et le groupe fondamental pi1(X, ξ) s’identifie au
groupe de Galois Gal(ksep/k) de la cloˆture se´parable ksep de k dans L. En particulier, si k
est un corps fini a` q e´le´ments, ce groupe est canoniquement isomorphe a` la comple´tion
profinie Ẑ de Z, avec ge´ne´rateur la substitution de Frobenius x 7→ xq. On appellera
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Frobenius ge´ome´trique l’inverse Fk de ce ge´ne´rateur. Pour une extension E de degre´ n
sur k, l’homomorphisme induit par Spec(E)→ Spec(k) envoie FE sur F nk .
Soient k un corps, k¯ une cloˆture alge´brique de k, X une varie´te´ ge´ome´triquement
connexe sur k et Xk¯ son extension des scalaires a` k¯. Pour tout ξ : Spec(k¯)→ Xk¯, on a
d’apre`s un the´ore`me de Grothendieck [1] la suite exacte
(5) 1 −→ pi1(Xk¯, ξ) −→ pi1(X, ξ) −→ Gal(k¯/k) −→ 1,
ou` les fle`ches non triviales sont induites par Xk¯ → X et X → Spec(k). En particulier,
si k est un corps fini, on dispose d’une application degre´ pi1(X, ξ)→ Ẑ.
Voici la description galoisienne du groupe fondamental d’une courbe. Soit C une
courbe projective, lisse et ge´ome´triquement connexe sur un corps parfait k, avec corps
de fonctions K = k(C) et point ge´ne´rique η : Spec(K) → C. Fixons une cloˆture
alge´brique K de K et notons η le point ge´ome´trique au-dessus de η qu’elle de´finit.
Chaque point ferme´ x de C donne lieu a` une valuation discre`te v : K× → Z de corps
re´siduel κ(x), qui se prolonge en une valuation discre`te v¯ sur Ksep (deux tels prolon-
gements sont conjugue´s sous l’action de Gal(Ksep/K), et choisir v¯ revient a` choisir un
point ge´ome´trique x¯ au-dessus de x). Soient Ksepv¯ et Kv les comple´te´s par rapport aux
valuations v¯ et v. Le groupe de de´composition de v¯ est le stabilisateur
Dx¯ = {g ∈ Gal(Ksep/K) | v¯ ◦ g = v¯},
que l’on peut identifier au groupe de Galois de l’extension locale Ksepv¯ /Kv. Par passage
aux corps re´siduels, on obtient une surjection Dx¯ → Gal(k¯/κ(x)), ou` k¯ est la cloˆture
alge´brique de k dans K. Son noyau est par de´finition le groupe d’inertie Ix¯.
Proposition 2.2. — Soit U un ouvert non vide de C. Le groupe fondamental e´tale
de U avec point base η¯ est le quotient de Gal(Ksep/K) par le plus petit sous-groupe
ferme´ distingue´ contenant Ix¯ pour tout x dans U .
En particulier, le groupe fondamental d’un ouvert de la droite projective P1k s’iden-
tifie a` un quotient de Gal(k(T )sep/k(T )); c’est le point de vue que l’on a adopte´ dans
l’introduction pour de´finir les repre´sentations Lψ et Lχ.
2.2. Syste`mes locaux `-adiques et traces de Frobenius
Dore´navant, k de´signe un corps fini a` q e´le´ments, ` un nombre premier diffe´rent de la
caracte´ristique de k et X une varie´te´ lisse et ge´ome´triquement connexe sur k, de point
ge´ne´rique η. Pour tout point ferme´ x : Spec(E)→ X, l’homomorphisme continu
x∗ : Gal(k¯/E) −→ pi1(X, η¯)
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est bien de´fini a` conjugaison pre`s. L’image du Frobenius ge´ome´trique FE par x∗ est une
classe de conjugaison (5) dans pi1(X, η¯), que l’on notera FrobE,x.
De´finition 2.3. — Un syste`me local `-adique L de rang r sur X est la donne´e d’un
espace vectoriel Lη¯ de dimension r sur Q` et d’un homomorphisme continu
ρ : pi1(X, η¯)→ GL(Lη¯).
Soit L un syste`me local `-adique de rang r sur X. Puisque le groupe profini pi1(X, η¯)
est compact, moyennant le choix d’une base de Lη¯, l’image de ρ est un sous-groupe
compact de GL(r,Q`). Un tel sous-groupe est toujours contenu dans GL(r, Eλ) pour
une extension finie Eλ de Q`, et l’on peut meˆme choisir la base de sorte que ρ prenne
des valeurs dans l’anneau des entiers de cette extension [27, §9.0.7].
L’image de FrobE,x par la repre´sentation ρ est une classe de conjugaison dans GL(Lη¯).
Sa trace est donc un e´le´ment bien de´fini de Q`, d’ou` une fonction trace
tL : X(E) −→ Q`, x 7−→ Tr(FrobE,x |L )
pour toute extension finie E de k. Les ope´rations usuelles sur les repre´sentations (produit
tensoriel, dual, etc.) fournissent de nouveaux syste`mes locaux dont les fonctions trace
s’expriment en termes des anciennes. Par exemple, on a tL1⊗L2 = tL1 · tL2 pour le
produit tensoriel et, si f : Y → X est un morphisme de k-varie´te´s lisses, le syste`me
local f ∗L sur Y de´fini par la repre´sentation ρ ◦ f∗ a fonction trace tf∗L = tL ◦ f .
Exemple 2.4. — Soit α une unite´ dans l’anneau des entiers de Q`. L’unique homomor-
phisme continu Ẑ→ Q×` qui envoie 1 sur α de´finit un syste`me local `-adique de rang un
sur Spec(k) ; d’apre`s la remarque apre`s la de´finition 2.3, ils sont tous de cette forme. Par
composition avec l’application degre´ pi1(X, ξ)→ Ẑ, on obtient un syste`me local `-adique
de rang un sur X. Comme l’image de FrobE,x par la repre´sentation associe´e est α
[E : k],
il sera note´ αdeg. Au vu de la suite exacte (5), les αdeg sont pre´cise´ment les caracte`res
du groupe fondamental dont la restriction a` pi1(Xk¯, ξ) est triviale. Si α = q
n pour un
entier n, on e´crit Q`(−n) plutoˆt que (qn)deg. Si α ∈ Q` est une racine carre´e de 1/q, les
traces du syste`me local L ⊗αdeg, que l’on notera L (1/2), sont celles de L multiplie´es
par 1/
√|E| ; c’est la demi-torsion a` la Tate de l’introduction.
Exemple 2.5. — Soit G un sche´ma en groupes commutatifs lisse et connexe sur k, la
loi de groupe e´tant note´e additivement. Soit FG le morphisme de Frobenius absolu,
c’est-a`-dire le morphisme de k-sche´mas FG : G→ G qui est l’identite´ sur l’espace topo-
logique sous-jacent et x 7→ xq sur le faisceau structural OG. L’isoge´nie de Lang
id− FG : G→ G
5. Avec les notations du paragraphe pre´ce´dent, quand X est une courbe, il s’agit de l’image de FE
par Gal(k¯/E) → Gal(k¯/κ(x)) ∼= Dx¯/Ix¯ ↪→ Gal(Ksep/K)/Ix¯ → pi1(X, η¯). Comme l’on a duˆ choisir un
point ge´ome´trique x¯ au-dessus de x pour de´finir Dx¯, on obtient seulement une classe de conjugaison.
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est un reveˆtement fini e´tale galoisien de groupe G(k). Si G est le groupe additif, c’est
le reveˆtement d’Artin–Schreier x 7→ x− xq de la droite affine A1k et, si G est le groupe
multiplicatif, c’est le reveˆtement de Kummer x 7→ x1−q de Gm,k.
E´tant donne´ un caracte`re ϕ : G(k)→ Q×` , la repre´sentation
pi1(G, η¯) −→ G(k) ϕ−→ Q×`
obtenue en composant la surjection canonique associe´e a` l’isoge´nie de Lang avec le
caracte`re ϕ de´finit un syste`me local `-adique Lϕ de rang un sur G. Plus ge´ne´ralement,
pour tout morphisme de k-sche´mas f : X → G, on obtient un syste`me local de rang
un f ∗Lϕ sur X qu’il est coutumier de noter Lϕ(f). Pour chaque point de X a` valeurs
dans E, en raisonnant comme dans le paragraphe 1.3 de l’introduction, on trouve
tLϕ(f)(x) = Tr(FrobE,x |Lϕ(f)) = ϕ(TrGE/kf(x)),
ou` TrGE/k de´signe la trace au sens du groupe abe´lien G(E), c’est-a`-dire la trace TrE/k
si G est le groupe additif, la norme NE/k si G est le groupe multiplicatif, etc.
Exemple 2.6. — Soit f : Gm → A1 la fonction x 7→ x − x−1. Le syste`me local Lψq(f)
induit par le caracte`re additif ψq : Fq → Q× a trace de Frobenius ψq(x − x−1) en le
point x ∈ F×q . Les sommes d’Evans sont donc e´gales a`
S(χ) = −
∑
x∈F×q
Tr(FrobFq ,x |Lχ ⊗Lψq(1/2)).
De meˆme, en prenant pour f : Gm \ {1} → A1 la fonction (x + 1)/(x− 1), les sommes
de Rudnick peuvent se re´crire en termes du syste`me local Lψq(f).
Le cadre des syste`mes locaux `-adiques, par opposition aux faisceaux constructibles
que l’on introduira dans le paragraphe suivant, est peu adapte´ aux me´thodes cohomo-
logiques. Par exemple, si χ : k× → Q×` est un caracte`re et f : X → Gm,k un morphisme
de k-varie´te´s, χ(f(x)) est bien la trace de Frobenius en x du syste`me local Lχ(f) sur X,
mais il est souvent plus commode d’utiliser l’e´galite´∑
x∈X(k)
χ(f(x)) =
∑
t∈k×
χ(t)|f−1(t)|
et de voir t 7→ |f−1(t)| comme une fonction trace sur Gm,k. Ceci correspond a` e´tudier la
variation en t de la cohomologie des fibres f−1(t) et l’on doit s’attendre a` ce que seule
la restriction a` un ouvert de lissite´ de f soit la trace d’un syste`me local.
2.3. Faisceaux constructibles, poids et cohomologie
Vers la fin des anne´es 50, Grothendieck de´finit une  topologie  sur les sche´mas ou`
la notion classique d’ouvert d’une varie´te´ X est remplace´e par les morphismes e´tales
vers X. Si A est un anneau de torsion, par exemple Z/`nZ, on peut parler de faisceaux
localement constants (aussi appele´s lisses) et de faisceaux constructibles de A-modules
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sur X, ces derniers ayant la proprie´te´ qu’il existe une stratification de X telle que la
restriction a` chaque strate soit un faisceau lisse. Par un double passage a` la limite,
d’abord sur les entiers n, puis sur les extensions finies de Q`, on de´gage la notion
de Q`-faisceau constructible. On ne se contentera ici que de quelques aperc¸us.
Soit F un faisceau constructible sur X. La fibre Fξ en un point ge´ome´trique ξ est
un espace vectoriel de dimension finie sur Q`. Si F est lisse, le groupe fondamen-
tal pi1(X, η¯) agit continument sur la fibre Fη¯ en un point ge´ome´trique ge´ne´rique η¯ et
le foncteur F 7→ Fη¯ induit une e´quivalence de cate´gories entre les Q`-faisceaux lisses
et les syste`mes locaux `-adiques sur X. En ge´ne´ral, quel que soit F , la fibre Fx¯ en un
point ge´ome´trique x¯ au-dessus de x ∈ X(E) est un syste`me local `-adique sur Spec(E),
d’ou` une action du Frobenius FE qui permet d’e´tendre la de´finition de fonction trace a`
tout faisceau constructible.
Soit C une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement connexe sur k. Si F est un
faisceau lisse sur un ouvert non vide V ⊆ C, pour tout point ferme´ x ∈ C, le groupe de
de´composition Dx¯ agit sur Fη¯ au travers de la fle`che Dx¯ → pi1(V, η¯). On en de´duit une
action du groupe d’inertie Ix¯ pour tout x ∈ C \ V , celle de Ix¯ pour x ∈ V e´tant triviale
par la description galoisienne du groupe fondamental (proposition 2.2). Concre`tement,
un Q`-faisceau constructible F sur une courbe U est la donne´e :
• d’un ouvert non vide V ↪→ U et d’un faisceau `-adique lisse Fη¯ sur V correspon-
dant a` une repre´sentation continue pi1(V, η¯)→ GL(Fη¯),
• pour chaque point ferme´ u ∈ U \V , d’une repre´sentation continue de Gal(k¯/κ(u))
dans un Q`-espace vectoriel de dimension finie Fu¯,
• des fle`ches de spe´cialisation Gal(k¯/κ(u))-e´quivariantes spu¯,η¯ : Fu¯ → F Iu¯η¯ (les
donne´es de recollement).
Exemple 2.7. — Quelques ope´rations naturelles sur les faisceaux constructibles, par
exemple les images directes par une immersion ouverte, admettent aussi une description
en ces termes. SiF est un faisceau constructible sur U et j : U ↪→ U ′ une immersion ou-
verte, le prolongement par ze´ro j!F (resp. l’image directe j∗F ) est le faisceau construc-
tible sur U ′ qui co¨ıncide avec F sur U et qui a fibre (j!F )x¯ = 0 (resp. (j∗F )x¯ = F Ix¯η¯ ,
avec fle`che de spe´cialisation l’identite´) en tout point ferme´ x dans le comple´mentaire.
L’image directe supe´rieure R1j∗F est le faisceau constructible supporte´ dans U ′ \U et
ayant pour fibre en un point x les coinvariants sous l’inertie (R1j∗F )x = (Fη¯)Ix¯(−1).
Soit X une varie´te´ lisse et ge´ome´triquement connexe, purement de dimension d, sur
un corps fini k. A` un Q`-faisceau constructible F sur X on associe des groupes de
cohomologie H i(Xk¯,F ) et de cohomologie a` support compact H
i
c(Xk¯,F ). Ce sont des
espaces vectoriels de dimension finie sur Q`, munis d’une action continue de Gal(k¯/k),
qui s’annulent en degre´s i < 0 et i > 2d. Pour chaque i, il y a une fle`che canonique
d’ oubli des supports  H ic(Xk¯,F )→ H i(Xk¯,F ) qui est un isomorphisme lorsque X
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est propre. Si le faisceau F est lisse sur X, on a
H0(Xk¯,F ) = (Fη¯)
pi1(Xk¯,η¯), H2dc (Xk¯,F ) = (Fη¯)pi1(Xk¯,η¯)(−d)
et le groupe de Galois ope`re sur ces espaces par le biais de l’action de pi1(X, η¯) sur Fη¯
et de l’identification Gal(k¯/k) = pi(X, η¯)/pi1(Xk¯, η¯) donne´e par la suite exacte (5). En
ge´ne´ral, un faisceau constructible F peut avoir des sections globales ponctuelles non
nulles (elles correspondent aux e´le´ments dans le noyau des fle`ches de spe´cialisation).
Le lien entre les sommes exponentielles et l’action du Frobenius ge´ome´trique Fk sur
la cohomologie a` support compact est fourni par la formule des traces [13] :
The´ore`me 2.8 (Formules des traces de Grothendieck). — Pour toute extension finie E
de k, on a l’e´galite´∑
x∈X(E)
Tr(FrobE,x |F ) =
2d∑
i=0
(−1)iTr(FE |H ic(Xk¯,F )).
Cette formule n’acquiert toute sa force qu’en combinaison avec des estime´es sur les
valeurs propres de l’endomorphisme FE : le formalisme des poids de la cohomologie.
Pour pouvoir parler de la taille de ces valeurs propres, qui sont des e´le´ments dans Q`,
on fixe un plongement ι : Q` ↪→ C.
De´finition 2.9. — Soient w un entier et F un faisceau constructible sur X.
(a) On dit que F est ι-pur de poids w si, pour toute extension finie E de k et pour
tout point x ∈ X(E), les valeurs propres de FrobE,x agissant sur la fibre Fx¯, ou` x¯ est
un point ge´ome´trique quelconque au-dessus de x, ont valeur absolue |E|w/2 quand on les
regarde dans C a` travers le plongement ι.
(b) On dit que F est ι-mixte s’il admet une filtration finie croissante par des
sous-faisceaux constructibles (Fi)i∈Z dont les gradue´s gri = Fi/Fi−1 sont ι-purs de
poids i. Si les poids des gri sont majore´s (resp. minore´s) par w, on dira que F
est ι-mixte de poids 6 w (resp. > w).
Le poids d’un faisceau de´pend a priori fortement du plongement ι ; on dira que F
est pur de poids w s’il est ι-pur de poids w pour tout ι : Q` ↪→ C. Pour des questions
concernant les faisceaux purs, quitte a` les demi-tordre a` la Tate, on pourra toujours
supposer que le poids est ze´ro. Le the´ore`me principal de Weil II relie le poids d’un
faisceau constructible au sens de la de´finition ci-dessus aux valeurs propres de Frobenius
agissant sur sa cohomologie et sa cohomologie a` support compact.
The´ore`me 2.10 (Deligne, [9]). — Soit F un faisceau constructible sur X. Si F
est ι-mixte de poids 6 w, alors chaque H i(Xk¯,F ) est ι-mixte de poids > w + i et
chaque H ic(Xk¯,F ) est ι-mixte de poids 6 w + i. En particulier, si la fle`che d’oubli des
supports est un isomorphisme, H i(Xk¯,F ) ∼= H ic(Xk¯,F ) est ι-pur de poids w + i.
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On renvoie aux travaux de Laumon [35] et de Katz [21] pour des simplifications de la
preuve originale, base´es sur l’incarnation faisceautique de la transformation de Fourier.
Voici un exemple frappant d’application de ces re´sultats qui reviendra dans la preuve
du the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne :
Exemple 2.11 (Ine´galite´s de Lang–Weil, [34]). — En prenant pour F le faisceau
constant Q`, on trouve que le nombre de points E-rationnels de X est donne´ par
|X(E)| =
2d∑
i=0
(−1)iTr(FE |H ic(Xk¯,Q`)).
Comme Q` est pur de poids ze´ro, H
i
c(Xk¯,Q`) est mixte de poids 6 i d’apre`s le
the´ore`me 2.10, ce qui signifie que les valeurs propres de FE agissant sur cet espace ont
toutes valeur absolue au plus |E|i/2 quel que soit le plongement de Q` dans C. Posons
bic(X) = dimQ` H
i
c(Xk¯,Q`), A(X) =
2d−1∑
i=0
bic(X).
On a vu que H2dc (Xk¯,Q`) est le Q`-espace vectoriel de dimension un sur lequel FE agit
par multiplication par |E|d, d’ou` les ine´galite´s
(6)
∣∣|X(E)| − |E|d∣∣ 6 2d−1∑
i=0
bic(X)|E|i/2 6 A(X)|E|(2d−1)/2.
En particulier, la varie´te´ X a un point E-rationnel de`s que |E| > A(X)2.
2.4. Un peu de ramification
Dans ce qui suit, on rappelle une formule due a` Grothendieck–Ogg–Shafarevich qui
exprime la caracte´ristique d’Euler d’un faisceau constructible sur une courbe en termes
de sa ramification a` l’infini. Soit C une courbe projective, lisse et ge´ome´triquement
connexe sur un corps parfait k de caracte´ristique p > 0. Pour chaque point ferme´ x
de C et chaque point ge´ome´trique x¯ au-dessus de x, nous avons une suite exacte
1 −→ Ix¯ −→ Dx¯ −→ Gal(k¯/k) −→ 1.
Le groupe d’inertie Ix¯ contient un unique p-sous-groupe de Sylow Px¯, sa partie sau-
vage, et le quotient Imodx¯ = Ix¯/Px¯ (l’inertie modere´e) est canoniquement isomorphe a`
Ẑ′(1) = lim←−
(N,p)=1
µN(k¯) = lim←−
E/k finie
E×.
Il s’agit du premier cran d’une filtration de´croissante (I
(r)
x¯ )r∈Q>0 par des sous-groupes
ferme´s distingue´s de Ix¯ que l’on appelle la filtration de ramification en nume´rotation
supe´rieure [45, Ch. IV] : on a I
(0)
x¯ = Ix¯, la partie sauvage Px¯ est l’adhe´rence de
⋃
r>0 I
(r)
x¯
dans Ix¯, et I
(r)
x¯ =
⋂
0<s<r I
(s)
x¯ pour tout r ∈ Q>0.
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Soit Ix¯ → GL(W ) une repre´sentation continue dans un espace vectoriel W de di-
mension finie sur Q`. On dit que W est mode´re´e si Px¯ agit trivialement et totalement
sauvage si W Px¯ = 0. La repre´sentation W admet une de´composition unique
(7) W =
⊕
r>0
W (r),
indexe´e par des nombres rationnels, en des sous-espaces vectoriels W (r) ⊆ W stables
sous l’action de Px¯ et ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
W (0) = W Px¯ , W (r)I
(r)
x¯ = 0 si r > 0, W (r)I
(r′)
x¯ = W (r) si r′ > r.
Cette de´composition ne comporte qu’un nombre fini de valeurs de r pour lesquelles W (r)
n’est pas nul, que l’on appellera les sauts. De plus, r dimW (r) est un entier positif. On
de´finit le conducteur de Swan de la repre´sentation W comme l’entier positif
Sw(W ) =
∑
r>0
r dimW (r).
Soient V un ouvert non vide de C et F un faisceau lisse sur V , vu comme
repre´sentation `-adique de pi1(V, η¯). Par restriction, on en de´duit une repre´sentation du
groupe d’inertie Ix¯ pour tout point ferme´ x ∈ C \V . On notera Swx¯(F ) son conducteur
de Swan. Il s’agit d’un entier positif qui est nul si et seulement si la repre´sentation
de Ix¯ est mode´re´e, auquel cas on dira que F a ramification mode´re´e en x. Si V = Gm,k,
les syste`mes locaux mode´re´ment ramifie´s a` l’infini sont les repre´sentations du groupe
fondamental mode´re´ pimod1 (Gm,k), qui s’inse`re dans une suite exacte
1 −→ Ẑ′(1) −→ pimod1 (Gm,k) −→ Gal(k¯/k) −→ 1.
Exemple 2.12. — Soit k un corps fini. Le faisceau d’Artin–Schreier Lψ sur A1k a rami-
fication totalement sauvage a` l’infini et son conducteur de Swan vaut 1. Le faisceau de
Kummer Lχ sur Gm,k a ramification mode´re´e en 0 et ∞. Par extension, on appelera
faisceau de Kummer tout syste`me local `-adique de rang un sur Gm,k correspondant a`
un caracte`re de pimod1 (Gm,k).
Soient maintenant U ⊆ C un ouvert contenant V et F un faisceau constructible
sur U . Pour tout point ferme´ u ∈ U \ V , on de´finit l’entier
dru¯(F ) = dim(Fη¯)− dim(Fu¯).
Si F n’a pas de sections globales ponctuelles non nulles, alors toutes les fle`ches de
spe´cialisationFu¯ → F Iu¯η¯ sont injectives ; dans ce cas, dru¯(F ) est positif et le faisceauF
est lisse en u¯ si et seulement si dru¯(F ) = 0.
La formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich, expose´e dans ce se´minaire par Ray-
naud [40], est l’e´nonce´ que la caracte´ristique d’Euler de F s’exprime ainsi :
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The´ore`me 2.13 (Grothendieck–Ogg–Shafarevich). — Soient F un faisceau `-adique
constructible sur U et V ⊆ U un ouvert non vide sur lequel F est lisse. Alors
χ(Uk¯,F ) = rg(F )χ(Uk¯)−
∑
x∈(C\V )(k¯)
Swx¯(F )−
∑
u∈(U\V )(k¯)
dru¯(F ).
2.5. Cate´gorie de´rive´e et faisceaux pervers
Dans ce paragraphe, k de´signe ou bien un corps fini, ou bien la cloˆture alge´brique d’un
corps fini. Soit pi : X → Spec(k) une varie´te´ sur k. Grothendieck a de´fini la cate´gorie
de´rive´e Dbc(X,Q`) des complexes borne´s de Q`-faisceaux sur X a` cohomologie construc-
tible et l’a munie d’un formalisme des six ope´rations :
• Pour tout morphisme f : X → Y , on dispose des foncteurs image directe et image
directe a` support compact
Rf∗, Rf! : Dbc(X,Q`) −→ Dbc(Y,Q`)
et des foncteurs image inverse et image inverse exceptionnelle
f ∗, f ! : Dbc(Y,Q`) −→ Dbc(X,Q`).
En particulier, on obtient pour tout objet M dans Dbc(X,Q`) des complexes
de Q`-espaces vectoriels Rpi∗M et Rpi!M que l’on notera RΓ(X,M) et RΓc(X,M).
Si M est de la forme F [n], la cohomologie en degre´ i de ces complexes s’identifie a` la
cohomologie H i+n(Xk¯,F ) et a` la cohomologie a` support compact H
i+n
c (Xk¯,F ).
• On dispose d’un bifoncteur produit tensoriel
−⊗− : Dbc(X,Q`)×Dbc(X,Q`) −→ Dbc(X,Q`)
et d’un bifoncteur Hom interne
RHom(−,−) : Dbc(X,Q`)op ×Dbc(X,Q`) −→ Dbc(X,Q`).
Le produit exte´rieur des objets M dans Dbc(X,Q`) et N dans Db(Y,Q`) est l’objet
M N = pr∗XM ⊗ pr∗YN
dans Dbc(X × Y,Q`), ou` prX et prY de´signent les projections de X × Y sur X et Y .
• On de´finit le complexe dualisant comme ωX = pi!Q` et le foncteur de dualite´ de
Verdier D : Dbc(X,Q`)op → Dbc(X,Q`) comme
D(M) = RHom(M,pi!Q`).
La dualite´ e´change Rf∗ et Rf! (resp. f ∗ et f !) pour tout morphisme f : X → Y . Si X
est lisse et purement de dimension d, le complexe dualisant est e´gal a` ωX = Q`(d)[2d]
et l’on retrouve la dualite´ de Poincare´ H i(X,Q`)
∼= H2d−ic (X,Q`)∗(−d) comme cas
particulier. Plus ge´ne´ralement, f ! = f ∗(d)[2d] si f est lisse de dimension relative d.
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Dans le cas ou` k est un corps fini, on de´finit la fonction trace d’un objet M de la
cate´gorie de´rive´e comme la somme alterne´e tM =
∑
(−1)itH i(M) des fonctions trace de
ses faisceaux de cohomologie. La formule des traces de Grothendieck est alors l’e´galite´
(8) tRf!M(y) =
∑
f(x)=y
tM(x).
De meˆme, la notion de poids s’e´tend a` la cate´gorie de´rive´e comme suit : un objet M
dansDbc(X,Q`) est dit ι-mixte de poids 6 w si tous ses faisceaux de cohomologieH i(M)
sont ι-mixtes de poids 6 w + i, au sens de la de´finition 2.9, et ι-mixte de poids > w si
son dual de Verdier D(M) est ι-mixte de poids 6 −w. On dit enfin que M est ι-pur de
poids w s’il est en meˆme temps ι-mixte de poids 6 w et > w. Le the´ore`me principal de
Weil II peut alors se formuler ainsi :
The´ore`me 2.14 (Deligne). — Si f : X → Y est un morphisme de k-varie´te´s, le fonc-
teur Rf! envoie les objets ι-mixtes de poids 6 w sur des objets ι-mixtes de poids 6 w.
Par dualite´ de Verdier, le foncteur Rf∗ envoie les objets ι-mixtes de poids > w sur des
objets ι-mixtes de poids > w.
En s’inspirant des travaux de Goresky et MacPherson sur l’homologie d’intersection
d’un espace topologique singulier, Beilinson, Bernstein, Deligne et Gabber ont introduit
la notion de faisceau pervers dans [2].
De´finition 2.15. — Un objet M de Dbc(X,Q`) est dit semipervers si tous ses faisceaux
de cohomologie H i(M) satisfont a` la condition de support
dim supp(H i(M)) 6 −i.
On appelle M un faisceau pervers si tant M que D(M) sont semipervers.
Par exemple, si X est lisse de dimension d et L est un syste`me local `-adique sur X,
l’objet L [d] est un faisceau pervers car la condition de support est ve´rifie´e trivialement
et son dual D(L [d]) = L ∨(d)[d] est encore de la meˆme forme.
La sous-cate´gorie pleine Perv(X,Q`) de D
b
c(X,Q`) forme´e des faisceaux pervers est
abe´lienne et tout objet est extension successive d’un nombre fini d’objets simples [2].
Qui plus est, la cate´gorie de´rive´e de complexes borne´s dans Perv(X,Q`) est e´quivalente
a` Dbc(X,Q`), d’ou` des foncteurs de cohomologie perverse
Hp 0 : Dbc(X,Q`) −→ Perv(X,Q`)
et Hp i = Hp 0[i] pour tout entier i. Si f : X → Y est un morphisme affine, alors
Rf∗ pre´serve la semiperversite´ (the´ore`me d’annulation d’Artin) et si f : X → Y est un
morphisme lisse de dimension relative d, le foncteur f ∗[d] pre´serve la perversite´.
La plupart du temps nous travaillerons avec des faisceaux pervers sur une courbe,
auquel cas les objets admettent une description plus e´le´mentaire.
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Exemple 2.16 (Faisceaux pervers sur les courbes). — Soit X une courbe lisse et
ge´ome´triquement connexe sur un corps fini k. Un faisceau pervers sur X est un
complexe de faisceaux constructibles M dans Dbc(X,Q`) satisfaisant aux conditions
suivantes : H i(M) = 0 pour tout i /∈ {−1, 0}, le faisceau constructible H −1(M) n’a
pas de sections globales ponctuelles non nulles, et le faisceau constructible H 0(M)
est supporte´ dans des points. En posant Mpct = H 0(M) et Mnpct = H −1(M)[1], on
trouve une suite exacte
(9) 0 −→Mnpct −→M −→Mpct −→ 0.
De plus, les objets simples de la cate´gorie Perv(X,Q`) sont d’un de ces deux types :
• ponctuels : de la forme αdeg⊗δx pour un point ferme´ x de X et une unite´ `-adique α ;
• non ponctuels : de la forme (j∗L )[1], ou` j : U ↪→ X est l’inclusion d’un ouvert
non vide et L est un syste`me local `-adique simple sur U . On les appelle extensions
interme´diaires.
3. LE THE´ORE`ME D’E´QUIRE´PARTITION DE DELIGNE
Dans ce nume´ro, on expose le the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne [9, §3.5] sui-
vant les variantes qu’en ont donne´es Katz [18, Ch. 3] et Katz–Sarnak [27, §9.2]. Sous
des hypothe`ses assez faibles, il affirme que le groupe de monodromie d’un syste`me lo-
cal `-adique gouverne la re´partition de ses traces de Frobenius. Ces groupes sont en
ge´ne´ral difficiles a` calculer, mais Katz a re´ussi a` les de´terminer comple`tement pour les
faisceaux associe´s aux sommes de Kloosterman ; combine´ avec le re´sultat de Deligne,
ceci permet d’obtenir le the´ore`me 1.3 dans l’introduction, ainsi que de l’e´tendre a` un
e´nonce´ d’e´quire´partition pour les sommes Kln(a, q) en plusieurs variables. Dans le der-
nier paragraphe, on analyse la re´partition des traces de la transforme´e de Fourier d’un
faisceau pervers sur la droite affine a` l’aide du the´ore`me de Deligne, puis on explique
pourquoi cette approche est voue´e a` l’e´chec pour le groupe multiplicatif.
3.1. Pre´liminaires sur les repre´sentations
Dans le the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne, les groupes de monodromie sont des
groupes alge´briques re´ductifs G sur Q` et l’on de´finit des classes de conjugaison dans des
sous-groupes compacts maximaux K de leurs points complexes. Pour appliquer le crite`re
d’e´quire´partition de Weyl, on aura besoin de relier les repre´sentations continues de K
a` des syste`mes locaux `-adiques, vus comme des Q`-repre´sentations alge´briques de G.
The´ore`me 3.1. — Soit G un groupe re´ductif (pas ne´cessairement connexe) sur Q`.
Pour chaque choix d’un plongement ι : Q` ↪→ C et d’un sous-groupe compact maximal K
de G(C), les foncteurs extension des scalaires, e´valuation dans les points complexes et
restriction a` K induisent des bijections entre les classes d’isomorphisme de
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(a) Q`-repre´sentations du Q`-groupe alge´brique G,
(b) C-repre´sentations du C-groupe alge´brique GC,
(c) repre´sentations holomorphes du groupe de Lie complexe G(C),
(d) repre´sentations continues du groupe compact K,
toutes les repre´sentations e´tant suppose´es de dimension finie.
De´monstration. — Les cate´gories (b), (c) et (d) sont en fait e´quivalentes. Pour
de´montrer l’e´quivalence entre (b) et (c), on se rame`ne facilement au cas ou` G est
connexe, qui est traite´ dans [6, Prop. D.2.1]. L’e´quivalence entre (c) et (d), sans des
hypothe`ses de connexite´, est le contenu de la proposition D.3.2 et de l’exemple D.3.3
dans loc. cit. Quant a` (a), on a tautologiquement une e´quivalence de cate´gories
si le plongement ι est un isomorphisme de corps. En ge´ne´ral, e´tant donne´e une
repre´sentation complexe ρ′ : GC → GL(V ′), il existe un espace vectoriel V sur Q` et
une repre´sentation ρ : G→ GL(V ), unique a` isomorphisme pre`s, telle que ρ′ ' ρC.
3.2. Le the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne
Soient k un corps fini a` q e´le´ments, k¯ une cloˆture alge´brique de k, X une varie´te´ lisse
et ge´ome´triquement connexe sur k et Xk¯ la varie´te´ sur k¯ qui s’en de´duit par extension
des scalaires. Fixons un nombre premier ` distinct de la caracte´ristique de k, une cloˆture
alge´brique Q` de Q` et un plongement ι : Q` ↪→ C. Soit L un faisceau `-adique lisse
de rang r sur X, correspondant a` une repre´sentation continue
ρ : pi1(X, η¯)→ GL(r,Q`).
De´finition 3.2. — Les groupes de monodromie arithme´tique Garith,L et ge´ome´trique
Ggeom,L de L sont les groupes alge´briques sur Q` obtenus comme l’adhe´rence de Zariski
de ρ(pi1(X, η¯)) et de ρ(pi1(Xk¯, η¯)) dans GL(r,Q`).
En particulier, Ggeom,L est un sous-groupe de Garith,L . Comme les classes de
conjugaison de Frobenius sont denses dans le groupe fondamental par une forme du
the´ore`me de Cebotarev, Garith,L est aussi le plus petit sous-groupe alge´brique conte-
nant leurs images par la repre´sentation. Dans Weil II, Deligne de´montre que, si L
est ι-pur d’un certain poids, la repre´sentation de pi1(Xk¯, η¯) associe´e est comple`tement
re´ductible [9, Thm. 3.4.1 (iii)] et le groupe de monodromie ge´ome´trique Ggeom,L
est donc re´ductif. Qui plus est, la composante neutre du groupe de monodromie
ge´ome´trique Ggeom,L est semisimple d’apre`s [9, Cor. 1.3.9].
Supposons que L est ι-pur de poids ze´ro et Ggeom,L = Garith,L , de sorte que la
repre´sentation ρ se factorise par Ggeom,L (Q`). Choisissons un sous-groupe compact
maximal K de Ggeom,L (C) et notons K
# l’ensemble de ses classes de conjugaison.
Le but est d’associer a` chaque point de X a` valeurs dans une extension finie E de k un
e´le´ment de K# dont la trace soit e´gale a` Tr(FrobE,x |L ). Soient x un tel point et FrobE,x
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la classe de conjugaison qu’il de´finit dans pi1(X, η¯). Son image par la repre´sentation ρ
est une classe de conjugaison
ρ(FrobE,x) ∈ Ggeom,L (Q`)# ⊂ Ggeom,L (C)#.
Soit ρ(FrobE,x)
ss sa semisimplification au sens de la de´composition de Jordan.
Puisque L est ι-pur de poids ze´ro, chaque e´le´ment g dans ρ(FrobE,x)ss est semi-
simple avec des valeurs propres unitaires, et l’adhe´rence de 〈g〉 est donc un sous-groupe
compact de Ggeom,L (C). Il s’ensuit que g appartient a` un sous-groupe compact
maximal et, comme ils sont tous conjugue´s, qu’il existe des e´le´ments h dans K et s
dans Ggeom,L (C) tels que g = s
−1hs. On affirme que h est bien de´fini a` conjugai-
son pre`s par un e´le´ment de K. En effet, par le the´ore`me de Peter–Weyl, les traces
des repre´sentations irre´ductibles de dimension finie ΛK de K se´parent les classes de
conjugaison. Or ΛK correspond d’apre`s le the´ore`me 3.1 a` une unique repre´sentation Λ
du Q`-groupe alge´brique Ggeom,L et, quel que soit le choix de h, on a
Tr(ΛK(h)) = Tr(Λ(ρ(FrobE,x)
ss)) = Tr(Λ(ρ(FrobE,x)).
On notera θE,x la classe de conjugaison dans K ainsi obtenue.
Finalement, soit pi : K → K# la projection canonique. Muni de la topologie quotient,
l’espace K# est compact et l’application f 7→ fcent = f ◦ pi permet d’identifier C (K#)
aux fonctions centrales continues sur K. L’image directe par pi de la mesure de Haar
normalise´e µK est une mesure de probabilite´ µK# sur K
# telle que∫
K#
fµK# =
∫
K
fcentµK .
The´ore`me 3.3 (Deligne). — Soit L un faisceau `-adique lisse sur X. Supposons
que L est ι-pur de poids ze´ro et que les groupes Garith,L et Ggeom,L co¨ıncident. Lorsque
le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini, les classes de conjugaison {θE,x}x∈X(E)
s’e´quire´partissent dans K# selon la mesure µK#.
De´monstration — Soit f : K → C une fonction centrale continue. Il faut de´montrer
que, quand E parcourt les extensions de k de degre´ assez grand pour que l’en-
semble X(E) soit non vide, on a l’e´galite´
(10)
∫
K
fµK = lim|E|→∞
1
|X(E)|
∑
x∈X(E)
f(θE,x).
D’apre`s le the´ore`me de Peter–Weyl, f est limite uniforme de combinaisons line´aires
finies de traces de repre´sentations irre´ductibles de dimension finie ΛK de K ; il suffit
de traiter le cas d’une telle repre´sentation. Comme µK a masse totale un, la fonction
constante f = 1 ve´rifie (10) meˆme sans passer a` la limite. On peut donc supposer
que ΛK n’est pas triviale, auquel cas l’inte´grale du membre gauche s’annule :∫
K
TrΛKµK = 0.
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De´montrons que le membre droit de (10) est e´galement nul (crite`re d’e´quire´partition
de Weyl). Invoquant a` nouveau le the´ore`me 3.1, ΛK correspond a` une unique
repre´sentation irre´ductible non triviale Λ du groupe alge´brique Ggeom,L sur Q`.
Compte tenu de l’hypothe`se Garith,L = Ggeom,L , on peut composer Λ avec
pi1(X, η¯)
ρ−→ Ggeom,L (Q`)
et penser a` Λ◦ρ comme a` un syste`me local `-adique sur X. Notons-le Λ(L ) et regardons
ses traces de Frobenius dans C via ι. On a alors TrΛK (θE,x) = Tr(FrobE,x |Λ(L )), et la
formule des traces de Grothendieck donne l’e´galite´∑
x∈X(E)
TrΛK (θE,x) =
2d∑
i=0
(−1)iTr(FE |H ic(Xk¯,Λ(L ))).
Comme le groupe Ggeom,L est re´ductif, ρ est une repre´sentation fide`le et Λ est une
repre´sentation irre´ductible, il existe des entiers a, b > 0 tels que Λ(L ) soit sous-objet
du syste`me local L ⊗a ⊗ (L ∨)⊗b. On en de´duit que Λ(L ) est encore ι-pur de poids
ze´ro. La cohomologie a` support compact H ic(Xk¯,Λ(L )) est donc ι-mixte de poids 6 i
d’apre`s le the´ore`me principal de Weil II. Par ailleurs, on a l’annulation
H2dc (Xk¯,Λ(L )) = (Λ(L )η¯)pi1(Xk¯,η¯) = 0
car Λ(L )η¯ est une repre´sentation irre´ductible non triviale de pi1(Xk¯, η¯). Combinant ces
informations, il vient∣∣∣∣∣∣
∑
x∈X(E)
TrΛK (θE,x)
∣∣∣∣∣∣ 6
2d−1∑
i=0
dimQ` H
i
c(Xk¯,Λ(L )) · |E|i/2
6
(
2d−1∑
i=0
dimQ` H
i
c(Xk¯,Λ(L ))
)
|E|(2d−1)/2.(11)
Par les ine´galite´s de Lang–Weil, on a 2|X(E)| > |E|d de`s que le degre´ de l’extension E
est assez grand pour que |E|1/2 > 2∑i62d−1 bic(X) et, en particulier, l’ensemble X(E)
n’est pas vide. Joint a` ce qui pre´ce`de, ceci fournit la majoration∣∣∣∣∣∣ 1|X(E)|
∑
x∈X(E)
TrΛK (θE,x)
∣∣∣∣∣∣ 6 2√|E|
2d−1∑
i=0
dimQ` H
i
c(Xk¯,Λ(L )).
La limite du membre gauche est donc ze´ro lorsque le degre´ de E tend vers l’infini.
Remarque 3.4. — Dans [27, Thm. 9.2.6 (3)], Katz et Sarnak de´montrent qu’il existe une
constante C(Xk¯,L ), ne de´pendant que de la varie´te´ Xk¯ et du syste`me localL , telle que
(12)
2d∑
i=0
dimQ` H
i
c(Xk¯,Λ(L )) 6 dim(Λ)C(Xk¯,L )
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pour toute Q`-repre´sentation de dimension finie Λ de Ggeom,L . Si X est une courbe, on
peut d’apre`s [18, (3.6.2.1)] prendre
C(Xk¯,L ) = 2g − 2 +N +
N∑
i=1
ri
ou` g est le genre de la compactification lisse de X, N le nombre de k¯-points x1, . . . , xN
a` l’infini et ri le plus grand saut dans la de´composition (7) de la monodromie locale
de L en xi.
Remarque 3.5. — Le the´ore`me 3.3 est un e´nonce´ d’e´quire´partition verticale. Suppo-
sons maintenant que l’on se donne un sche´ma lisse X sur un ouvert S de Spec(Z[1/`])
et un syste`me local `-adique ι-pur de poids ze´ro L sur X tel que, pour chaque pre-
mier p dans S, les groupes de monodromie ge´ome´trique et arithme´tique du syste`me
local Lp sur XFp obtenu par re´duction modulo p co¨ıncident et qu’ils sont tous e´gaux a`
un meˆme groupe re´ductif. Au vu de la borne (12), la question si les classes de conju-
gaison {θFp,x}x∈X(Fp) s’e´quire´partissent horizontalement est intimement lie´e au difficile
proble`me de trouver des estime´es explicites de la constante C(XFp ,Lp), par exemple
de la majorer inde´pendamment de p, cf. [19, App.] et [27, §9.6].
3.3. Retour aux sommes de Kloosterman
On donne maintenant l’application du the´ore`me d’e´quire´partition de Deligne aux
sommes de Kloosterman. En plus des re´fe´rences originales de Deligne [8] et Katz [18],
le lecteur pourra consulter avec profit le survol [36] de Laumon. Soient ψ : Fq → Q×` un
caracte`re additif non trivial et Lψ le faisceau d’Artin–Schreier correspondant. Pour un
entier n > 2, notons σ : Gnm → A1 et pi : Gnm → Gm les morphismes somme et produit
des coordonne´es, respectivement, et posons
Kln = Rn−1pi!σ∗Lψ.
D’apre`s Deligne, Kln est un faisceau `-adique lisse de rang n sur Gm,Fq ayant pour
trace de Frobenius en un point a ∈ F×q la somme de Kloosterman au signe pre`s :
Tr(FrobFq ,a |Kln) = (−1)n−1Kln(a, q).
De plus, la fle`che d’oubli des supports Rn−1pi!σ∗Lψ → Rn−1pi∗σ∗Lψ est un isomor-
phisme [8, Thm. 7.8]. Comme σ∗Lψ est ι-pur de poids ze´ro, le the´ore`me principal de
Weil II entraˆıne que Kln est ι-pur de poids n− 1, d’ou` la majoration qui nous a permis
de de´montrer l’e´quire´partition des angles des sommes de Gauss dans l’introduction :
|Kln(a, q)| 6 nq n−12 .
Soit Ln = Kln(n−12 ) le syste`me local `-adique ι-pur de poids ze´ro obtenu en demi-
tordantKln a` la Tate. On sait que le de´terminant detLn = ∧nLn est le syste`me local tri-
vial de rang un sur Gm,Fq et que, pour n pair ou pour p = 2 et n impair, on dispose d’un
accouplement parfait Ln ⊗Ln → Q` qui est alterne´ dans le premier cas et syme´trique
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dans le second. Il s’ensuit que le groupe de monodromie arithme´tique Garith,Ln est in-
clus dans SL(n). Si n est pair, c’est un sous-groupe du groupe symplectique Sp(n) et,
si p = 2 et n est impair, du groupe spe´cial orthogonal SO(n). Dans [18, Thm. 11.1],
Katz de´montre que la monodromie est aussi grande que possible (6) en calculant
Ggeom,Ln =

Sp(n) n pair,
SL(n) n impair et p 6= 2,
SO(n) n impair 6= 7 et p = 2,
G2 n = 7 et p = 2,
ou` G2 ⊂ SO(7) est l’un des groupes alge´briques exceptionnels, de´fini comme le stabili-
sateur d’une certaine forme triline´aire dans la repre´sentation standard de dimension 7
de SO(7). Avec un petit argument additionnel pour traiter le dernier cas [18, §11.3], on
en de´duit l’e´galite´ des groupes Ggeom,Ln = Garith,Ln .
Supposons p 6= 2 et notons G le groupe de monodromie de Ln, qui est donc e´gal
a` Sp(n) si n est pair et a` SL(n) si n est impair. L’intersection K = G(C) ∩ U(n)
avec le groupe unitaire est un sous-groupe compact maximal de G(C). Pour le syste`me
local Ln, le nombre C(Gm,k¯,Ln) de la remarque 3.4 vaut 1/n car Ln a ramification
mode´re´e en 0 et ramification sauvage en ∞ avec Sw∞(Ln) = 1 et tous les sauts e´gaux
a` 1/n. Par conse´quent, (11) et (12) donnent la majoration∣∣∣∣∣∣ 1q − 1
∑
a∈F×q
TrΛK (θFq ,a)
∣∣∣∣∣∣ 6 dim(ΛK)n
√
q
q − 1
pour toute repre´sentation continue irre´ductible non triviale ΛK de K. Le re´sultat sui-
vant, qui ge´ne´ralise le the´ore`me 1.3 dans l’introduction, en de´coule :
The´ore`me 3.6 (Katz). — Lorsque q tend vers l’infini parmi n’importe quelle suite de
puissances de nombres premiers impairs, les sommes de Kloosterman normalise´es
{Kln(a, q)/q n−12 }a∈F×q
se re´partissent comme les traces de matrices ale´atoires dans K.
Il re´sulte de ce the´ore`me que, pour chaque entier r > 1, la limite des moments
lim
q→∞
1
q
r(n−1)
2 (q − 1)
∑
a∈F×q
Kln(a, q)
r
est e´gale a` la multiplicite´ de la repre´sentation triviale dans la puissance tensorielle r-ie`me
de la repre´sentation standard de G correspondant a` Ln. Par exemple, cette multiplicite´
6. D’apre`s un the´ore`me re´cent de Perret-Gentil [38], ame´liorant des re´sultats de Gabber [18, Ch. 12],
c’est encore le cas pour les groupes de monodromie entie`re, qui sont des sous-groupes de Sp(n) ou SL(n)
sur la comple´tion de l’anneau des entiers d’un corps cyclotomique en une place au-dessus de `, pourvu
que ` soit plus grand qu’une constante effective dependant de n.
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vaut 2 si n = 2 et r = 4, ce qui explique le terme dominant dans le calcul (3) du
quatrie`me moment des sommes de Kloosterman en une variable.
3.4. Le cas du groupe additif
Dans ce paragraphe, on explique comment le the´ore`me 3.3 permet d’e´tudier la
re´partition des transforme´es de Fourier, relatives a` des caracte`res variables, de la
fonction trace d’un faisceau `-adique sur la droite affine ; c’est le pendant du the´ore`me
d’e´quire´partition de Katz pour le groupe additif.
Soit A1k = Spec k[x] et soit M un objet de la cate´gorie de´rive´e Dbc(A1k,Q`). Pour
chaque extension finie E de k et chaque caracte`re additif ρ : E → Q×` , on pose
S(M,E, ρ) =
∑
x∈E
ρ(x)Tr(FrobE,x |M).
Comment ces sommes se re´partissent-elles lorsque le degre´ de E tend vers l’infini ?
Moyennant le choix d’un caracte`re non trivial ψ : k → Q×` , tous les caracte`res additifs
de E sont de la forme x 7→ ψ(TrE/k(xy)) pour un seul y ∈ E, de sorte que l’on peut
re´crire les sommes ci-dessus comme
S(M,E, y) =
∑
x∈E
ψ(TrE/k(xy))Tr(FrobE,x |M)
et les regarder comme e´tant parame´tre´es par la droite affine duale A1k = Spec k[y].
L’avantage de ce point de vue est que y 7→ −S(M,E, y) devient alors la fonction
trace de la transformation de Fourier
FTψ : D
b
c(A1k,Q`) −→ Dbc(A1k,Q`)
M 7−→ Rpr2,!(pr∗1M ⊗Lψ(xy)[1]),
ou` pr1 et pr2 de´signent les projections de A2k = Spec k[x, y] sur les deux facteurs. Intro-
duite par Deligne dans les anne´es 70, cette construction a e´te´ systematiquement e´tudie´e
par Brylinski, Katz et Laumon [4], [16], [26], [35], [37]. A` l’instar de la transformation
de Fourier classique, le foncteur FTψ est essentiellement involutif
(13) FTψ−1 ◦ FTψ = (−1)
et e´change le produit de convolution additive M ? N = Rs!(M  N), ou` s : A2k → A1k
de´signe l’application somme, et le produit tensoriel :
(14) FTψ(M ?N) = FTψ(M)⊗ FTψ(N)[−1].
On a de´fini la transformation de Fourier a` l’aide de l’image directe a` support compact
car c’est celle-ci qui s’interpre`te en termes de sommes exponentielles par le biais de la
formule des traces, mais on aurait pu e´galement utiliser l’image directe usuelle. Le
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 miracle de la transformation de Fourier  [26, Thm. 2.1.3] est qu’il n’y en a qu’une
seule, c’est-a`-dire que la fle`che d’oubli des supports
Rpr2,!(pr
∗
1M ⊗Lψ(xy)[1]) −→ Rpr2,∗(pr∗1M ⊗Lψ(xy)[1])
est un isomorphisme. Voici quelques proprie´te´s qui en re´sultent aussitoˆt :
(a) Le foncteur FTψ commute a` la dualite´ : D ◦ FTψ = FTψ−1 ◦ D(1).
(b) Le foncteur FTψ induit une e´quivalence de cate´gories sur le faisceaux pervers :
FTψ : Perv(A1k,Q`)
∼−→ Perv(A1k,Q`).
(c) Le foncteur FTψ augmente de 1 le poids des objets ι-purs.
De´monstration — La proprie´te´ (a) de´coule du fait que la dualite´ e´change Rpr2,! et
Rpr2,∗, ainsi que pr
∗
1 et pr
!
1 = pr
∗
1(1)[2]. Graˆce a` l’involutivite´ (13), pour e´tablir (b) il
suffit de de´montrer que la transformation de Fourier pre´serve les faisceaux pervers. Si M
est pervers, alors pr∗1M [1]⊗Lψ(xy) est un faisceau pervers sur A2k, et FTψ(M), vu comme
image directe usuelle, est semipervers car le morphisme pr2 est affine ; puisque son dual
est e´gal a` FTψ−1(D(M)(1)), il est aussi semipervers. Enfin, si M est ι-pur de poids w,
alors pr∗1M ⊗Lψ(xy)[1] est ι-pur de poids w + 1 et, comme les images directe usuelle
et a` support compact par la projection pr2 son isomorphes, (c) re´sulte du the´ore`me
principal de Weil II.
La proprie´te´ (b) implique en particulier que la transformation de Fourier envoie
des objets simples vers des objets simples. De plus, si M n’est pas ge´ome´triquement
isomorphe a` un faisceau d’Artin–Schreier de´cale´ Lψ(ax)[1], sa transforme´e de Fourier
est de la forme (j∗L )[1] pour un syste`me local `-adique sur un ouvert j : U ↪→ A1k et
S(M,E, y) = Tr(FrobE,y |L )
pour tout y ∈ U(E). Compte tenu de tout ce qui pre´ce`de, le the´ore`me d’e´quire´partition
de Deligne se traduit en l’e´nonce´ suivant :
The´ore`me 3.7. — Soit M un faisceau pervers ge´ome´triquement simple et ι-pur de
poids ze´ro sur A1k qui n’est pas de la forme Lψ(ax)[1] et soit (j∗L )[1] sa transforme´e
de Fourier, ou` L est un syste`me local `-adique sur un ouvert U de la droite affine
duale. Supposons que les groupes de monodromie arithme´tique et ge´ome´trique de L
co¨ıncident et choisissons un sous-groupe compact maximal K de ce groupe. Alors, les
sommes {S(M,E, y)}y∈U(E) se re´partissent comme les traces de matrices ale´atoires
dans K lorsque le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini.
Si l’on essaye d’adapter ces techniques a` l’e´tude de la re´partition des transforme´es
de Fourier des fonctions trace d’un faisceau pervers sur le groupe multiplicatif Gm,k,
on est tout de suite confronte´ a` l’obstacle qu’il n’y a pas de varie´te´ alge´brique sur k
dont les E-points parame`trent les caracte`res multiplicatifs χ : E× → Q`, ni a fortiori
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de syste`me local `-adique incarnant la transformation de Fourier relative a` ces ca-
racte`res (7). Par ailleurs, on a vu avec les sommes de Gauss que leur re´partition peut
eˆtre gouverne´e par des groupes comme GL(1) qui, contrairement aux groupes de mo-
nodromie ge´ome´trique d’un syste`me local, ne sont pas semisimples. Katz a eu la belle
ide´e de remplacer les points sur une varie´te´ alge´brique par des foncteurs fibre sur une
cate´gorie tannakienne comme espace de parame`tres. Se rappelant que les syste`mes lo-
caux forment une cate´gorie tannakienne dans laquelle le groupe associe´ a` un objet
n’est rien d’autre que son groupe de monodromie, l’e´galite´ (14) sugge`re de conside´rer
a` la place la cate´gorie des faisceaux pervers sur Gm,k munie du produit de convolution
multiplicative.
4. LE THE´ORE`ME D’E´QUIRE´PARTITION DE KATZ
Ce nume´ro est consacre´ aux re´sultats de la monographie [22]. On introduit d’abord
une cate´gorie tannakienne de faisceaux pervers sur le groupe multiplicatif Gm suivant
Gabber et Loeser [11], ce qui permettra d’associer a` ces objets des groupes alge´briques
sur Q` jouant le roˆle des groupes de monodromie. Sous les bonnes hypothe`ses, il s’agit de
groupes re´ductifs et l’on peut de´finir des classes de conjugaison θE,χ dans un sous-groupe
compact maximal K de leurs points complexes. Le the´ore`me de Katz affirme que les θE,χ
s’e´quire´partissent selon la mesure induite par la mesure de Haar normalise´e. Apre`s
l’avoir de´montre´, on donnera quelques exemples de calcul du groupe tannakien.
4.1. Bons caracte`res
Dans ce paragraphe et le suivant, on se place sur un corps alge´briquement clos de
caracte´ristique p, que l’on omettra de la notation. Soit j : Gm ↪→ P1 l’inclusion.
De´finition 4.1. — Soient M un faisceau pervers sur Gm et Lχ le faisceau de Kummer
associe´ a` un caracte`re continu χ du groupe fondamental mode´re´ pimod1 (Gm). On dit que χ
est bon pour M si la fle`che canonique d’oubli des supports
Rj!(M ⊗Lχ) −→ Rj∗(M ⊗Lχ)
est un isomorphisme dans Dbc(P1,Q`). Autrement, on dira que χ est mauvais pour M .
Lemme 4.2. — Pour un objet donne´ M , il y a au plus 2rg(M) mauvais caracte`res,
ou` rg(M) de´signe le rang ge´ne´rique du faisceau constructible H −1(M).
7. Par contre, le groupe des caracte`res `-adiques continus de pimod1 (Gm,k¯) est muni d’une structure
de Q`-sche´ma a` une infinite´ de´nombrable de composantes connexes isomorphes a` Spec(Q`⊗Z`Z`[[X]]),
et l’on dispose d’un foncteur de Dbc(Gm,k¯,Q`) vers la cate´gorie des modules a` cohomologie borne´e et
cohe´rente sur ce sche´ma envoyantM vers un objet dont la fibre en un caracte`re χ est RΓ(Gm,k¯,M⊗Lχ).
C’est ce point de vue qui permet a` Gabber et Loeser de de´montrer certains des re´sultats du nume´ro
suivant.
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De´monstration — Si M est ponctuel, tous les caracte`res sont bons. En de´vissant M
en sa partie ponctuelle et non ponctuelle comme dans (9), on peut donc supposer que M
est de la forme F [1] pour un faisceau constructible F sur Gm qui n’a pas de sections
ponctuelles. Posons G = F⊗Lχ. Comme le foncteur j! est exact, le caracte`re χ est bon
pour F si et seulement si j!G ∼= j∗G et R1j∗G = 0. Compte tenu de la description des
foncteurs j!, j∗ et R1j∗ dans l’exemple 2.7, ces isomorphismes reviennent a` dire que G ,
en tant que repre´sentation des groupes d’inertie I0¯ et I∞, n’a pas d’invariants ni de
coinvariants. Or, si j0 : Gm ↪→ A1 de´signe l’inclusion, les suites exactes
0 −→ G I0¯ −→ H0(A1, j0!G [1]) −→ H0(Gm,G [1]) −→ GI0¯ −→ 0,(15)
0 −→ G I∞ −→ H0c (Gm,G [1]) −→ H0(A1, j0!G [1]) −→ GI∞ −→ 0(16)
montrent que ces invariants et coinvariants ont meˆme dimension [22, p. 22]. Il suffit donc
d’e´viter les inverses des caracte`res mode´re´s χ apparaissant dans la monodromie locale
de F autour de 0 et ∞ et il y en a au plus 2rg(M).
4.2. Une cate´gorie tannakienne de faisceaux pervers sur Gm
Soit m : Gm × Gm → Gm la loi de multiplication. La cate´gorie de´rive´e Dbc(Gm,Q`)
est munie de deux produits de convolution
M ?! N = Rm!(M N), M ? N = Rm∗(M N),
qui sont e´change´s par la dualite´ de Verdier. En combinant la suite spectrale de Leray
pour le morphisme m, l’identite´ m∗Lχ = Lχ⊗Lχ et la formule de Ku¨nneth [20, §2.5],
on obtient des isomorphismes
RΓc(Gm, (M ?! N)⊗Lχ) = RΓc(Gm,M ⊗Lχ)⊗ RΓc(Gm, N ⊗Lχ),(17)
RΓ(Gm, (M ?N)⊗Lχ) = RΓ(Gm,M ⊗Lχ)⊗ RΓ(Gm, N ⊗Lχ).(18)
En ge´ne´ral, aucun des produits de convolution ne pre´serve les objets pervers. Par
exemple, le carre´ de convolution d’un objet de Kummer Lχ[1] est e´gal a` Lχ[2] qui
n’est pas pervers ; dans un sens que l’on pre´cisera ci-dessous, c’est la seule obstruction.
Si M et N sont pervers, il en va de meˆme pour M  N et, le morphisme m e´tant
affine, l’objet M ?N est semipervers. Comme D(M ?!N) = D(M)?D(N) est e´galement
semipervers, si la fle`che d’oubli des supports M ?! N →M ?N est un isomorphisme, le
produit de convolution de M et N est pervers. Nous allons introduire une localisation de
la cate´gorie Perv(Gm,Q`) sur laquelle cette fle`che devient toujours un isomorphisme.
Lemme 4.3. — Soit M un faisceau pervers sur Gm.
(a) On a χ(Gm,M) > 0.
(b) Si χ(Gm,M) = 0, alors M est de la forme F [1] pour un faisceau lisse F qui est
extension successive de faisceaux de Kummer Lχ.
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De´monstration — La caracte´ristique d’Euler e´tant additive par rapport aux suites
exactes, le de´vissage (9) de M en sa partie ponctuelle et non ponctuelle donne
χ(Gm,M) = χ(Gm,Mpct) + χ(Gm,Mnpct).
Le premier terme est la dimension de H0(Gm,Mpct). Puisque Mnpct = F [1] pour un
faisceau constructible F sur Gm et que la caracte´ristique d’Euler de Gm est nulle, la
formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich est dans ce cas l’e´galite´
(19) χ(Gm,Mnpct) = Sw0(F ) + Sw∞(F ) +
∑
x∈Gm(k¯)
[drx(F ) + Swx(F )]
dont tous les termes sont positifs car F n’a pas de sections ponctuelles.
Supposons maintenant χ(Gm,M) = 0. On a alors H0(Gm,Mpct) = 0, d’ou` Mpct = 0
vu qu’un faisceau ponctuel sans sections globales est nul. Par suite, M = F [1] et tous les
termes du membre droit de (19) s’annulent. Puisque F n’a pas de sections ponctuelles
et que drx(F ) = 0 pour tout x, il s’agit d’un faisceau lisse sur Gm. Comme Sw0(F )
et Sw∞(F ) sont nuls, F a ramification mode´re´e a` l’infini et correspond donc a` une
repre´sentation continue de pimod1 (Gm). Or ce groupe est abe´lien, comme on l’a vu dans
le paragraphe 2.4, et ses caracte`res sont pre´cise´ment les faisceaux de Kummer Lχ.
On dira qu’un faisceau pervers est ne´gligeable si sa caracte´ristique d’Euler est nulle.
Soit Ne´g(Gm) la sous-cate´gorie pleine de Perv(Gm,Q`) forme´e des objets ne´gligeables.
Par le lemme 4.3, elle est e´paisse : dans une suite exacte 0 → A → B → C → 0,
l’objet B est ne´gligeable si et seulement si A et C sont ne´gligeables. On peut donc,
d’apre`s Gabber et Loeser, re´aliser la construction suivante : soit Ne´g la sous-cate´gorie
pleine de Dbc(Gm,Q`) forme´e des objets M dont tous les faisceaux pervers de cohomolo-
gie Hp i(M) sont ne´gligeables. Alors Ne´g est une sous-cate´gorie e´paisse, et la localisation
(20) Perv(Gm,Q`)/Ne´g(Gm)
est e´quivalente a` une sous-cate´gorie abe´lienne de la localisation de Dbc(Gm,Q`) relati-
vement a` Ne´g, en fait le cœur d’une t-structure [11, §3.6].
Proposition 4.4. — Soient M et N deux faisceaux pervers sur Gm. La fle`che naturelle
M ?! N →M ?N dans Db(Gm,Q`) est un isomorphisme modulo Ne´g.
De´monstration — Graˆce au lemme 4.2, il existe un caracte`re mode´re´ χ tel que les
complexes RΓc(Gm, ·) et RΓ(Gm, ·) soient isomorphes pour les trois objets M ⊗ Lχ,
N ⊗Lχ et (M ?! N)⊗Lχ. En particulier, la fle`che naturelle
RΓc(Gm,M ⊗Lχ)⊗ RΓc(Gm, N ⊗Lχ)→ RΓ(Gm,M ⊗Lχ)⊗ RΓ(Gm, N ⊗Lχ)
est un isomorphisme. Or cette fle`che s’identifie a`
RΓc(Gm, (M ?! N)⊗Lχ) −→ RΓ(Gm, (M ?N)⊗Lχ)
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d’apre`s (17) et (18) et, comme la source est isomorphe a` RΓ(Gm, (M ?! N) ⊗Lχ) par
le choix de χ, on en de´duit que l’oubli des supports induit un isomorphisme
RΓ(Gm, (M ?! N)⊗Lχ) −→ RΓ(Gm, (M ?N)⊗Lχ).
Soit C le coˆne du morphisme M ?! N → M ? N . Quitte a` remplacer C par C ⊗Lχ,
ce qui pre´ce`de implique l’annulation RΓ(Gm, C) = 0. Dans la suite spectrale
Ea,b2 = H
a(Gm, Hp b(C)) =⇒ Ha+b(Gm, C ⊗Lχ),
qui calcule la cohomologie d’un objet de la cate´gorie de´rive´e a` partir de celle de ses
faisceaux pervers de cohomologie, tous les termes Ea,b2 avec a 6= 0, 1 s’annulent car Gm
est une courbe affine. La suite spectrale de´ge´ne`re donc a` la deuxie`me page, et la condi-
tion RΓ(Gm, C) = 0 e´quivaut a` RΓ(Gm, Hp b(C)) = 0 pour tout b. Par conse´quent, les
faisceaux pervers Hp b(C) sont ne´gligeables.
Il sera utile de disposer de repre´sentants explicites des classes d’e´quivalence dans (20).
Katz conside`re la sous-cate´gorie P(Gm) de Perv(Gm,Q`) forme´e des faisceaux per-
vers n’ayant pas de sous-objets ni de quotients du type Kummer de´cale´ Lχ[1].
Dans [20, §2.6], il de´montre que, pour un tel M , les objets M ?! N et M ? N sont
pervers quel que soit le faisceau pervers N sur Gm. On peut alors parler de l’image de
la fle`che d’oubli des supports dans P(Gm) et de´finir la convolution interme´diaire
M ?int N = im(M ?! N −→M ?N).
En composant l’inclusion de P(Gm) dans Perv(Gm,Q`) avec le passage a` la localisation
on obtient, d’apre`s [11, §3.7], une e´quivalence de cate´gories
P(Gm) ∼= Perv(Gm,Q`)/Ne´g(Gm)
qui envoie la convolution interme´diaire ?int sur le produit de convolution. En particulier,
chaque classe d’e´quivalence dans la localisation a un unique repre´sentant dans P(Gm).
The´ore`me 4.5 (Gabber–Loeser, Katz, Deligne)
(a) Munie du produit de convolution interme´diaire ?int, de l’objet neutre δ1 et de la
dualite´ M∨ = [x 7→ x−1]∗D(M), la cate´gorie P(Gm) est tannakienne.
(b) Notons j0 : Gm ↪→ A1m l’inclusion. Pour n’importe quel faisceau de Kummer Lχ
sur Gm, la correspondance
M 7−→ H0(A1, j0!(M ⊗Lχ))
de´finit un foncteur fibre ωχ sur la cate´gorie tannakienne P(Gm).
De´monstration — La premie`re assertion est le the´ore`me 3.7.5 de Gabber–Loeser [11]
et la deuxie`me, que Katz attribue a` Deligne, est de´montre´e dans l’appendice a` [22].
Remarque 4.6. — Quel que soit le faisceau pervers M sur Gm, la cohomolo-
gie H i(A1, j0!M) s’annule en degre´ non nul. En effet, on peut supposer que M est ou
bien ponctuel, auquel cas l’assertion est e´vidente, ou bien extension intermediaire F [1],
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auquel cas les groupes H i(A1, j0!M) = H i+1(A1, j0!F ) s’annulent en degre´ i = 1 car A1
est une courbe affine et en degre´ i = −1 car F n’a pas de sections globales ponctuelles
non nulles. Comme les caracte´ristiques d’Euler usuelle et a` support compact d’un
faisceau `-adique co¨ıncident, on en de´duit l’e´galite´ dimH0(A1, j0!M) = χ(Gm,M).
En particulier, la dimension tannakienne d’un objet M de P(Gm) est donne´e par sa
caracte´ristique d’Euler.
4.3. Les classes de conjugaison θE,χ
Plac¸ons-nous maintenant sur un corps fini k. Soit Parith(Gm) la sous-cate´gorie pleine
de Perv(Gm,k,Q`) forme´e des objets M tels que le faisceau pervers Mk¯ sur Gm,k¯ de´duit
de M par extension des scalaires appartienne a` la sous-cate´gorie P(Gm) du paragraphe
pre´ce´dent. La convolution interme´diaire et le foncteur fibre
M 7→ ω(M) = H0(A1k¯, j0!M)
munissent Parith(Gm) d’une structure de cate´gorie tannakienne.
Lemme 4.7. — La sous-cate´gorie pleine de Parith(Gm) forme´e des faisceaux per-
vers ι-purs de poids ze´ro est stable par le produit de convolution interme´diaire.
De´monstration — Si M et N sont des faisceaux ι-purs de poids ze´ro sur Gm,k, leur
produit exte´rieur M  N est e´galement ι-pur de poids ze´ro sur Gm,k × Gm,k. D’apre`s
le re´sultat principal de Weil II (the´ore`me 2.14), M ?! N = Rm!(M  N) est ι-mixte
de poids 6 0. Puisque tout quotient d’un tel faisceau pervers est encore ι-mixte de
poids 6 0 par [2, Prop. 5.3.1], on en de´duit que M ?int N est ι-mixte de poids 6 0.
Or le dual D(M ?int N) s’identifie a` la convolution interme´diaire D(M) ?int D(N) et est
donc ι-mixte de poids 6 0 aussi. Par conse´quent, M ?int N est ι-pur de poids ze´ro.
Soit M un faisceau pervers dans Parith(Gm) semisimple et ι-pur de poids ze´ro.
En combinant les suites exactes (15) et (16) dans la preuve du lemme 4.2, on voit
que Rj!M → Rj∗M est un isomorphisme si et seulement si les applications
H0c (Gm,k¯,M) −→ ω(M) −→ H0(Gm,k¯,M)
d’oubli des supports et de restriction sont des isomorphismes [22, Thm. 4.1]. Si c’est le
cas, ω(M) est ι-pur de poids ze´ro d’apre`s le the´ore`me principal de Weil II, c’est-a`-dire
que les valeurs propres de Frobenius agissant sur ω(M) sont unitaires.
E´tant donne´s une extension finie E de k et un caracte`re mutiplicatif χ : E× → Q×` ,
notons Lχ le syste`me local de Kummer sur Gm,E de´fini dans l’exemple 2.5. Si L est
une extension finie de E, le tire´ en arrie`re de Lχ sur Gm,L est le faisceau de Kummer
associe´ au caracte`re χ ◦ NL/E. Vus comme des faisceaux lisses sur Gm,k¯, les Lχ sont
donc les caracte`res d’ordre fini du groupe fondamental mode´re´
pimod1 (Gm,k¯) = lim←−
E/k finie
E×,
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ou` les applications de transition sont donne´es par la norme. On dira que le caracte`re χ
est bon ou mauvais pour M si χ est bon ou mauvais pour l’objet Mk¯ sur Gm,k¯ au sens
de la de´finition 4.1. Quitte a` identifier (E,χ) avec (L, χ ◦ NL/E) pour toute extension
finie L de E, le lemme 4.2 entraˆıne qu’il y au plus 2rg(M) mauvais caracte`res pour M .
En remplac¸ant M par M ⊗Lχ dans ce qui pre´ce`de, la caracte´risation de bons ca-
racte`res en termes du foncteur ω implique le re´sultat suivant :
Proposition 4.8. — Soient M un faisceau pervers dans Parith(Gm) et 〈M〉⊗ la
sous-cate´gorie tannakienne qu’il engendre. Supposons que M est semisimple et ι-pur
de poids ze´ro. Si un caracte`re χ : E× → Q×` est bon pour M , alors χ est bon pour
n’importe quel objet N dans 〈M〉⊗ et la correspondance
N 7→ ωχ(N) = H0c (Gm,k¯,M ⊗Lχ)
de´finit un foncteur fibre sur 〈M〉⊗. Le groupe ωχ(N) est ι-pur de poids ze´ro et le Fro-
benius ge´ome´trique FE est un automorphsime tensoriel de ωχ.
Fixons un foncteur fibre ω sur la cate´gorie tannakienne P(Gm), par exemple
ω(M) = H0(A1k¯, j0!M).
Soient M un faisceau pervers dans Parith(Gm) et Mk¯ l’objet correspondant de P(Gm).
Par le the´ore`me principal des cate´gories tannakiennes, ω induit des e´quivalences
〈M〉⊗ ∼= RepQ`(Garith,M) 〈Mk¯〉⊗ ∼= RepQ`(Ggeom,M)
entre la cate´gorie engendre´e par M (resp. Mk¯) et la cate´gorie des Q`-repre´sentations
de dimension finie du groupe des automorphismes tensoriels Garith,M (resp. Ggeom,M) de
la restriction de ω a` 〈M〉⊗ (resp. a` 〈Mk¯〉⊗). Il s’agit dans les deux cas de sous-groupes
de GL(ω(M)). Concre`tement,Garith,M est le sous-groupe des automorphismes line´aires γ
tels que, pour toute construction tensorielle M¯r,¯s =
⊕
M⊗ri ⊗ (M∨)⊗si , l’action de γ
sur ω(M¯r,¯s) laisse globalement stables toutes les images des sous-quotients de M¯r,¯s.
Comme l’objet Mk¯ a plus de sous-quotients a` respecter, on a l’inclusion
Ggeom,M ⊆ Garith,M .
Le corps de coefficients Q` e´tant alge´briquement clos, n’importe quel autre choix
de foncteur fibre sur Parith(Gm) donne lieu a` un groupe isomorphe a` Garith,M par un
isomorphisme unique a` un automorphisme inte´rieur pre`s. Tout e´le´ment dans le groupe
associe´ a` un autre foncteur fibre de´finit donc une classe de conjugaison dans Garith,M . En
particulier, pour une extension finie E de k et un caracte`re multiplicatif χ : E× → Q×` ,
le Frobenius ge´ome´trique FE est un automorphisme tensoriel de ωχ, d’ou` des classes de
conjugaison dans le groupe Garith,M(Q`) ⊂ Garith,M(C) que l’on notera FrobE,χ.
Si le faisceau pervers M est ι-pur de poids ze´ro, alors il est ge´ome´triquement semi-
simple d’apre`s [2, Thm. 5.3.8]. Comme la repre´sentation fide`le Ggeom,M → GL(ω(M))
correspondant a` Mk¯ est comple`tement re´ductible, Ggeom,M est un groupe alge´brique
1141–35
re´ductif. Dore´navant, on supposera que M est arithme´tiquement semisimple, c’est-a`-dire
semisimple en tant qu’objet de Parith(Gm). Ceci signifie queM est un faisceau pervers se-
misimple sur Gm,k qui, ge´ome´triquement, n’admet pas de faisceaux de Kummer de´cale´s
comme sous-objets ni comme quotients. Dans ce cas, le groupe Garith,M est re´ductif
aussi. Si le caracte`re χ est bon pour M , la classe de conjugaison FrobE,χ a des valeurs
propres unitaires d’apre`s la proposition 4.8. Choisissons un sous-groupe compact maxi-
mal K du groupe de Lie re´ductif Garith,M(C). Reprenant mot par mot l’argument du
paragraphe 3.2, on associe a` chaque FrobE,χ une classe de conjugaison θE,χ dans K
#.
4.4. Le the´ore`me principal
The´ore`me 4.9 (Katz). — Soit M un faisceau pervers dans Parith(Gm). Supposons
que M est ι-pur de poids ze´ro, semisimple, et que les groupes Ggeom,M et Garith,M
sont e´gaux. Choisissons un sous-groupe compact maximal K de Garith,M(C). Lorsque
le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini, les classes de conjugaison {θE,χ}χ bon
s’e´quire´partissent dans K# selon la mesure µK# induite par la mesure de Haar sur K.
De´monstration — Soit Bon(E,M) l’ensemble de bons caracte`res χ : E× → Q×` pour
l’objet M ; d’apre`s le lemme 4.2, il est non vide de`s que le degre´ de E est assez grand.
De´montrons que, pour toute fonction centrale continue f : K → C, on a
(21)
1
|Bon(E,M)|
∑
χ∈Bon(E,M)
f(θE,χ) −→
∫
K
fµK
lorsque le degre´ de E tend vers l’infini. En utilisant le the´ore`me de Peter–Weyl, on se
re´duit a` prouver que le membre gauche de (21) converge vers ze´ro lorsque f est la trace
d’une repre´sentation irre´ductible non triviale de dimension finie ΛK de K.
Soit Λ la seule Q`-repre´sentation irre´ductible non triviale de Garith,M associe´e
a` ΛK par le the´ore`me 3.1. Par le biais de l’e´quivalence 〈M〉⊗ ' RepQ`(Garith,M),
elle correspond a` un faisceau pervers simple N dans la sous-cate´gorie tannakienne
de Parith(Gm) engendre´e par M . De plus, l’hypothe`se Ggeom,M = Garith,M entraˆıne
que N est ge´ome´triquement simple, et la non-trivialite´ de Λ se traduit par le fait
que Nk¯ n’est pas isomorphe a` l’objet neutre δ1. En termes de N , la trace TrΛK (θE,χ)
est e´gale a`
S(N,E, χ) =
∑
x∈E×
χ(x)Tr(FrobE,x |N)
par la formule des traces de Grothendieck. Le re´sultat de´coulerait donc de l’estime´e
suivante lorsque le degre´ de E tend vers l’infini :
1
|Bon(E,M)|
∑
χ∈Bon(E,M)
S(N,E, χ) = O
(
1/
√
|E|
)
.
Pour la de´montrer, remarquons d’abord qu’il suffit d’estimer la moyenne des
sommes S(N,E, χ) sur tous les caracte`res multiplicatifs. En effet, en notant Mauv(E,M)
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le comple´mentaire de Bon(E,M) dans E×, on a :
1
|Bon(E,M)|
∑
χ∈Bon(E,M)
S(N,E, χ) =
(
1 +
|Mauv(E,M)|
|Bon(E,M)|
)
1
|E×|
∑
χ
S(N,E, χ)
− 1|Bon(E,M)|
∑
χ∈Mauv(E,M)
S(N,E, χ).(22)
Or il y a au plus 2rg(M) mauvais caracte`res pour l’objet M et la majoration
|S(N,E, χ)| 6 dimω(N)
est valable quel que soit χ. En effet, comme N appartient a` la cate´gorie tanna-
kienne engendre´e par M , c’est un faisceau pervers semisimple et ι-pur de poids ze´ro
dans Parith(Gm) ; il en va de meˆme pour N ⊗Lχ. La cohomologie a` support compact
d’un tel faisceau est concentre´e en degre´ ze´ro et H0c (Gm,k¯, N ⊗ Lχ) est ι-mixte de
poids 6 0, d’ou` l’ine´galite´ voulue par la formule des traces et la remarque 4.6.
Estimons donc la moyenne des S(N,E, χ). Par orthogonalite´ des caracte`res,
1
|E×|
∑
χ
S(N,E, χ) =
1
|E×|
∑
x∈E×
Tr(FrobE,x |N)
∑
χ
χ(x) = Tr(FrobE,1 |N).
D’apre`s la classification des faisceaux pervers simples sur une courbe (exemple 2.16),
on sait que N est de l’un de ces deux types :
• Si N est ponctuel, alors il existe un point t ∈ k× \ {1} et une unite´ `-adique α tels
que N = αdeg ⊗ δt, la possibilite´ t = 1 e´tant exclue par l’hypothe`se que Nk¯ n’est pas
isomorphe a` δ1. Dans ce cas, Tr(FrobE,1 |N) = 0.
• Si N n’est pas ponctuel, alors il est de la forme F [1] pour un faisceau extension
interme´diaire F sur Gm. Comme N est ι-pur de poids ze´ro, F est ι-pur de poids −1,
d’ou` les ine´galite´s
|Tr(FrobE,1 |N)| = | − Tr(FrobE,1 |F )| 6 dim(F1¯)√|E| 6 rg(F )√|E| ,
ou` la dernie`re provient du fait que, le faisceau F e´tant une extension interme´diaire, la
fibre F1¯ = (Fη¯)
I1¯ a dimension plus petite ou e´gale au rang ge´ne´rique de F .
Dans les deux cas, on a |Tr(FrobE,1 |N)| 6 rg(N)/
√|E|. Compte tenu de (22), on en
de´duit la majoration
(23)
∣∣∣∣∣∣ 1|Bon(E,M)|
∑
χ∈Bon(E,M)
S(N,E, χ)
∣∣∣∣∣∣ 6 2(rg(N) + dimω(N))√|E|
pour toute extension E/k de degre´ assez grand pour que |Mauv(E,M)| 6 √|E| − 1.
C’est ce qu’il fallait pour conclure la de´monstration.
En prenant l’image directe de la mesure de Haar normalise´e par la trace Tr: K → C,
on trouve imme´diatement le corollaire suivant :
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Corollaire 4.10. — Sous les hypothe`ses du the´ore`me 4.9, les sommes exponen-
tielles {S(M,E, χ)}χ bon se re´partissent comme les traces de matrices ale´atoires dans K
lorsque le degre´ des extensions E/k tend vers l’infini.
Remarque 4.11. — Dans [22, Thm. 7.2], Katz e´tablit un re´sultat un peu plus ge´ne´ral.
Si M est semisimple, Ggeom,M est un sous-groupe distingue´ de Garith,M et il suffit de
supposer que le quotient Garith,M/Ggeom,M est isomorphe a` un groupe cyclique Z/nZ.
Dans ce cas, on choisit un sous-groupe compact maximal Karith de Garith,M(C) et l’on
note Kgeom son intersection avec Ggeom,M(C). C’est un sous-groupe distingue´ de Karith
avec quotient Karith/Kgeom = Z/nZ, d’ou` une application K
#
arith → Z/nZ. E´tant donne´
un entier d modulo n, soient K#arith,d ⊂ K#arith l’image inverse de d par cette application
et µ#d la mesure de probabilite´ sur K
#
arith,d de´duite de la mesure de Haar normalise´e
sur Kgeom. Le re´sultat est le suivant : pour n’importe quelle suite d’extensions E/k
de degre´ congru a` d modulo n dont les cardinaux tendent vers l’infini, les classes de
conjugaison {θE,χ}χ bon s’e´quire´partissent dans K#arith,d selon la mesure µ#d .
En pre´sence de bornes uniformes pour les constantes intervenant dans l’estime´e (23),
le the´ore`me d’e´quire´partition de Katz admet la variante horizontale suivante :
The´ore`me 4.12 (Katz). — Soient G un groupe re´ductif sur Q` muni d’une
repre´sentation fide`le de dimension n et K un sous-groupe compact maximal de G(C).
Soit (ki) une suite de corps finis de caracte´ristique distincte de ` dont les cardi-
naux tendent vers l’infini. Pour chaque i, soit Mi un objet semisimple et ι-pur de
poids ze´ro de la cate´gorie Parith(Gm,ki) ayant dimension tannakienne n. Supposons
que l’e´galite´ Ggeom,Mi = Garith,Mi = G soit satisfaite, l’objet Mi correspondant a` la
repre´sentation fide`le de G, et qu’il existe un nombre re´el C > n tel que rg(Mi) 6 C pour
tout i. Alors les classes de conjugaison {θki,χ}χ∈Bon(ki,Mi) s’e´quire´partissent dans K#.
Esquisse de de´monstration — Soient Λ une repre´sentation irre´ductible non triviale
de G et Ni l’objet correspondant dans la sous-cate´gorie 〈Mi〉⊗ de Parith(Gm,ki). D’apre`s
le crite`re d’e´quire´partition de Weyl, il suffit de de´montrer que
1
|Bon(ki,Mi)|
∑
χ∈Bon(ki,Mi)
S(Ni, ki, χ)
converge vers ze´ro lorsque i tend vers l’infini. Comme il y a au plus 2rg(Mi) mauvais
caracte`res, (23) donne l’ine´galite´
(24)
∣∣∣∣∣∣ 1|Bon(ki,Mi)|
∑
χ∈Bon(ki,Mi)
S(Ni, ki, χ)
∣∣∣∣∣∣ 6 2(rg(Ni) + dimω(Ni))√|ki|
pour tout i tel que 2C 6
√|ki| − 1. Le groupe G ⊂ GL(V ) e´tant re´ductif, il existe
des entiers a et b tels que Λ soit sous-repre´sentation de V ⊗a⊗ (V ∨)⊗b. Chaque faisceau
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pervers Ni est donc sous-objet de la construction tensorielle M
⊗a
i ⊗ (M∨i )⊗b et
dimω(Ni) 6 dim(M⊗ai ⊗ (M∨i )⊗b) = na+b 6 Ca+b.
Par ailleurs, une analyse fine de la formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich montre
que, pour tous faisceaux pervers semisimples K et L dans Parith(Gm,ki), l’ine´galite´
rg(K ?int L) 6 rg(K) dimω(L) + rg(L) dimω(K)
est satisfaite [22, Thm. 28.2]. Par re´currence sur a+ b, on en de´duit l’ine´galite´
rg(M⊗ai ⊗ (M∨i )⊗b) 6 (a+ b)(dimω(Mi))a+b−1 rg(Mi)
et donc rg(Ni) 6 (a+ b)Ca+b, ce qui permet de conclure que le membre gauche de (24)
converge vers ze´ro lorsque i tend vers l’infini.
4.5. Exemples
Dans ce dernier paragraphe, nous expliquons comment de´duire du the´ore`me
d’e´quire´partition de Katz les re´sultats annonce´s dans l’introduction.
Exemple 4.13 (Sommes de Gauss). — Soit ψ : k → Q×` un caracte`re additif non trivial.
Alors M = j∗0Lψ(1/2)[1] est un faisceau pervers simple sur Gm,k, pur de poids ze´ro, qui
n’est pas ge´ome´triquement isomorphe a` un faisceau de Kummer de´cale´ (par exemple, car
il a ramification sauvage a` l’infini). Par la formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich,
sa dimension tannakienne vaut
χ(Gm,M) = −χ(Gm, j∗0Lψ) = Sw∞(Lψ) = 1,
d’ou` des inclusions Ggeom,M ⊆ Garith,M ⊆ GL(1). Comme aucune puissance de convo-
lution de Mk¯ n’est l’objet neutre, le groupe Ggeom,M est e´gal a` GL(1) tout entier. Il
s’ensuit que M est un objet de Parith(Gm) ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me. Soit E
une extension de k a` q e´le´ments et posons ψq = ψ ◦ TrE/k. Pour tout caracte`re multi-
plicatif χ : E× → Q×` , on a
S(M,E, χ) = − 1√
q
∑
x∈E×
χ(x)ψq(x) = −g(ψq, χ)√
q
,
de sorte que ωχ(M) est pur de poids ze´ro si χ n’est pas trivial et de poids −1 si χ est
trivial. Les bons caracte`res pour M sont donc les caracte`res non triviaux. Comme le
compact maximal est K = S1, le corollaire 4.10 est l’e´nonce´ que les sommes de Gauss
normalise´es sont e´quire´parties dans S1 selon la mesure de Haar.
Pour traiter les exemples des sommes d’Evans et de Rudnick, on aura besoin d’un
re´sultat en the´orie des repre´sentations [22, Thm. 14.1] :
Proposition 4.14. — Soit M un faisceau pervers dans Parith(Gm) de dimension tan-
nakienne deux. Supposons que M est pur de poids ze´ro, autodual et ge´ome´triquement
semisimple. Si M n’est ge´ome´triquement isomorphe a` aucun de ses translate´s non tri-
viaux [x 7→ ax]∗M , ou` a ∈ k¯ \ {1}, alors Ggeom,M = Garith,M = SL(2).
1141–39
Exemple 4.15 (Sommes d’Evans). — Soit ψ : k → Q×` un caracte`re additif non trivial.
L’objet M = Lψ(x−x−1)(1/2)[1] est pur de poids ze´ro. Comme Lψ(x−x−1) est un faisceau
de rang un a` ramification sauvage a` l’infini, M est un objet ge´ome´triquement simple
dans Parith(Gm). Par la formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich, il a dimension
χ(Gm,k¯,M) = Sw0(Lψ(x−x−1)) + Sw∞(Lψ(x−x−1)) = 2.
En e´crivant Lψ(x−x−1) comme Lψ(x)⊗Lψ(−1/x), on voit que le dual de ce syste`me local
est Lψ(x−1−x), d’ou` M∨ = M pour le dual tannakien. De plus, le translate´
[x 7→ ax]∗M = Lψ(ax−(ax)−1)(1/2)[1]
n’est ge´ome´triquement isomorphe a` M pour aucun a 6= 1 (si tel e´tait le cas, l’ob-
jet Lψ((a−1)x+(1−a−1)x−1)(1/2)[1] serait ge´ome´triquement trivial, mais le syste`me local
sous-jacent a ramification sauvage a` l’infini pour tout a 6= 1). Les hypothe`ses de la pro-
position 4.14 sont donc satisfaites et Ggeom,M = Garith,M = SL(2). Comme Lψ(x−x−1)
a ramification totalement sauvage en 0 et ∞, il re´sulte de la preuve du lemme 4.2
que tous les caracte`res sont bons pour M . Le the´ore`me d’e´quire´partition de Katz est
dans ce cas l’e´nonce´ que les angles {θq,χ}χ des sommes d’Evans s’e´quire´partissent dans
l’intervalle [0, pi] selon la mesure de Sato–Tate lorsque q tend vers l’infini.
Exemple 4.16 (Sommes de Rudnick). — Dans cet exemple, on suppose que la ca-
racte´ristique de k est impaire et on note j1 : Gm,k \{1} ↪→ Gm,k l’inclusion. Les sommes
de Rudnick sont associe´es a` l’objet
M = j1!Lψ( x+1
x−1 )
(1/2)[1]
de la cate´gorie Parith(Gm), qui est ge´ome´triquement simple et pur de poids ze´ro,
par exemple parce que le faisceau Lψ( x+1
x−1 )
a ramification totalement sauvage en 1 et
son prolongement par ze´ro co¨ıncide donc avec l’image directe usuelle. La formule de
Grothendieck–Ogg–Shafarevich donne dans ce cas l’e´galite´
χ(Gm,k¯,M) = dr1(j!Lψ( x+1
x−1 )
) + Sw1(j!Lψ( x+1
x−1 )
)) = 1 + 1 = 2
car j!Lψ( x+1
x−1 )
s’e´tend en un faisceau lisse en 0 et ∞. De plus, l’identite´ x−1+1
x−1−1 = −x+1x−1
implique que M est autodual. Comme 1 est le seul point de Gm(k¯) en lequel le fais-
ceau j!Lψ( x+1
x−1 )
n’est pas lisse, M n’est ge´ome´triquement isomorphe a` aucun translate´
non trivial, d’ou` Ggeom,M = Garith,M = SL(2) par la proposition 4.14. La monodromie
de j!Lψ( x+1
x−1 )
autour de 0 et∞ e´tant triviale, tout caracte`re non trivial χ est bon pour M
et le the´ore`me d’e´quire´partition de Katz re´pond positivement a` la question de Rudnick.
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